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❈
✻✵
❝❛❣❡4 ❜✉" "❤❡② ❝♦✉❧❞ ♥♦" ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉4❧② ❞❡"❡$♠✐♥❡ "❤❡ ❧♦❝❛❧ 4②♠♠❡"$② ♦❢ "❤✐4 ♣❤❛4❡
❛♥❞ "❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝❛$❜♦♥ ♣♦4✐"✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ "❤❡② ♣$♦✈✐❞❡ "❤❡ ❧❛""✐❝❡ ♣❛$❛♠❡"❡$ ❢♦$ "❤❡
"❤$❡❡ 4②♠♠❡"$✐❡4✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ✿ ✸❉✲❈ ✭a ∼✶✷✳✵✺✵ ➴✮✱ ✸❉✲❚ ✭a ∼✶✷✳✹✸✵ ➴✱ c ∼✶✶✳✸✷✹ ➴✮
❛♥❞ ✸❉✲❘ ✭a ∼✶✷✳✵✼✷✱α ∼✾✸✳✹✹✺➦✮ ➴✳
▲❛"❡$✱ ❙❡$❡❜$②❛♥❛②❛ ❛♥❞ ❈❤❡$♥♦③❛"♦♥4❦✐✐ ✭✷✵✵✵✮ ♣$♦♣♦4❡❞ ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ "❤✐4 ✸❉ ♣❤❛4❡
❜② ✉4✐♥❣ "❤❡ ✻ $❡✢❡❝"✐♦♥4 ♦❢ "❤❡ ✶❉ ♣$♦❥❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤✐4 ✷❉ ❞✐✛$❛❝"✐♦♥ ♣❛""❡$♥ ❛♥❞ ❜② ✉4✐♥❣
❛ ❜♦❞②✲❝❡♥"❡$❡❞ ♦$"❤♦$❤♦♠❜✐❝ ✭❇❈❖✮ 4"$✉❝"✉$❡ ✭■♠♠♠✱ ❛∼✽✳✻✼ ➴✱ ❜∼✽✳✽✶ ➴✱ ❝∼✶✷✳✻ ➴✮
✇✐"❤ ❝♦♠♠♦♥ ❢♦✉$✲4✐❞❡❞ $✐♥❣4 ❛♥❞ ✭✷✰✷✮ ✐♥"❡$❢✉❧❧❡$❡♥❡ ❝②❝❧♦❛❞❞✐"✐♦♥4 ✐♥ "❤❡ ❧❛②❡$✱ ❛♥❞
✭✸✰✸✮ ❜♦♥❞✐♥❣4 ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❧❛②❡$4 ❬✽✵✱ ✽✶❪✳ ❖"❤❡$ "❤❡♦$❡"✐❝❛❧ 4"✉❞✐❡4 ❜② ❖❦❛❞❛ ❡& ❛❧✳
✭✶✾✾✾✮ ♣$❡❞✐❝"❡❞ "❤❛" ✸❉✲❇❈❖ ♣♦❧②♠❡$4 ♠✐❣❤" ❜❡ ❢♦$♠❡❞ ❜② "❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ✉♥✐❛①✐❛❧
♣$❡44✉$❡ "♦ "❤❡ ✷❉✲"❡"$❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡$ ❬✻✺❪✳ ❆❝❝♦$❞✐♥❣ "♦ ❉❋❚ ❝❛❧❝✉❧❛"✐♦♥4 ♣♦❧②♠❡$✐③❛"✐♦♥
4❤♦✉❧❞ "❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛" ∼✷✵ ●<❛ ✭❝
❚
∼✶✵✳✼➴✮✳ ❚❤✐4 ♣♦❧②♠❡$✐③❛"✐♦♥ ✇✐❧❧ $❡4✉❧" ✐♥ "❤❡ ❢♦$♠❛"✐♦♥
♦❢ ❛ 4"❛❜❧❡ ♠❡"❛❧❧✐❝ ♣❤❛4❡ ❤❛✈✐♥❣ ✷✹ 4♣
✸
❛♥❞ ✸✻ 4♣
✷
❤②❜$✐❞✐③❡❞ ❈ ❛"♦♠4 ✐♥ ❡❛❝❤ ❈
✻✵
♠♦❧❡❝✉❧❡✳
❆♥♦"❤❡$ "❤❡♦$❡"✐❝❛❧ 4"✉❞②✱ ❜② ❇✉$❣♦4 ❡& ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮✱ ♣$❡❞✐❝"❡❞ "❤❛" ✉♥✐❛①✐❛❧ ❝♦♠♣$❡44✐♦♥
✷✾
✶✳✻ ✸❉ ♣♦❧②♠❡+, ❍✐❣❤✲♣+❡,,✉+❡✲❤✐❣❤✲3❡♠♣❡+❛3✉+❡ ❈
✻✵
♣♦❧②♠❡+✐③❛3✐♦♥
♣❡"♣❡♥❞✐❝✉❧❛"❧② +♦ +❤❡ ❝❤❛✐♥. ✐♥ ✶❉ ♦" +♦ +❤❡ ♣❧❛♥❡. ✐♥ ✷❉ ♣♦❧②♠❡". ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ +♦ ✸❉
♣♦❧②♠❡"✐③❛+✐♦♥ ❛"♦✉♥❞ ∼✶✹ ●7❛✳ ❚❤❡② ♣"♦♣♦.❡❞ +♦ ♠♦❞❡❧ +❤❡ ✸❉✲❇❈❖ ❛♥❞ ✸❉✲❇❈❈
♣♦❧②♠❡". ✇✐+❤ ✺✷✱ ✺✻ ❛♥❞ ✻✵ .♣
✸
❝♦♦"❞✐♥❛+❡❞ ❝❛"❜♦♥ ❛+♦♠. ♣❡" ❈
✻✵
♠♦❧❡❝✉❧❡ ❬✽✷❪✳ ❙✐♥❝❡
+❤❡♥✱ .❡✈❡"❛❧ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ❡①♣❡"✐♠❡♥+❛❧ .+✉❞✐❡. ❤❛✈❡ ❡①♣❧♦"❡❞ +❤❡ ♣♦..✐❜✐❧✐+✐❡. ♦❢ +❤✐. ✷❉✲✸❉
❝♦♥✈❡".✐♦♥✳
▼❡❧❡+♦✈ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✶✮ .✉❜♠✐++❡❞ ❛ .❛♠♣❧❡ ♦❢ ✷❉✲+❡+"❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡" +♦ ❤✐❣❤ ♣"❡..✉"❡
❛♥❞ ♦❜.❡"✈❡❞ ❛♥ ✐""❡✈❡".✐❜❧❡ +"❛♥.❢♦"♠❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ♠❛+❡"✐❛❧ ❛+ ✷✵ ●7❛ ❬✽✸❪✳ ❚❤❡ .❛♠♣❧❡ ✇❛.
✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉. ❛♥❞ ❝♦♥+❛✐♥❡❞ ❜♦+❤ +❤❡ ♥❡✇ ❤✐❣❤✲♣"❡..✉"❡ ♣❤❛.❡ ❛♥❞ ❞✐.♦"❞❡"❡❞ ❝❛"❜♦♥
♣❤❛.❡.✳ ❚❤❡ ❛✉+❤♦". ❤✐❣❤❧✐❣❤+❡❞ +❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ✐♥ '✐!✉ .+✉❞✐❡. ✐♥ ♦"❞❡" +♦ ❝❧❛"✐❢② +❤❡ +"❛♥.✐+✐♦♥✳
❆♥♦+❤❡" ❡①♣❡"✐♠❡♥+✱ ❜② ▲Q❣❡" ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✷✮ .❤♦✇ +❤❛+ ❛♠♦"♣❤✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✷❉✲+❡+"❛❣♦♥❛❧
♣♦❧②♠❡" ♦❝❝✉" ❣"❛❞✉❛❧❧② ❜❡+✇❡❡♥ ✶✵ ❛♥❞ ✷✾ ●7❛ ✇❤❡♥ ✐♥+❡"✲ ❛♥❞ ✐♥+"❛✲❧❛②❡" ❞✐.+❛♥❝❡.
❜❡❝♦♠❡ .✐♠✐❧❛" ❬✽✹❪✳ ❚❛❧②③✐♥ ❛♥❞ ❉✉❜"♦✈✐♥.❦② ✭✷✵✵✸✮ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ❛♥ ✐♥ '✐!✉ ❘❛♠❛♥ .+✉❞②
♦❢ +❤❡ ✐.♦+❤❡"♠❛❧ ✭✽✵✵ ❑✮ ❝♦♠♣"❡..✐♦♥ ♦❢ ❜♦+❤ +❡+"❛❣♦♥❛❧ ❛♥❞ "❤♦♠❜♦❤❡❞"❛❧ ♣❤❛.❡. ❛♥❞
.❤♦✇❡❞ +❤❛+ +❤❡② +"❛♥.❢♦"♠ ✐♥+♦ ❵.✉♣❡"❤❛"❞✬ ♣❤❛.❡. ❛+ ❛❜♦✉+ ✷✸ ❛♥❞ ✶✷ ●7❛✱ "❡.♣❡❝+✐✈❡❧②
❬✽✺❪✳ ❋✉"+❤❡"♠♦"❡✱ ✐♥ '✐!✉ ❳✲"❛② ♠❡❛.✉"❡♠❡♥+. ❝♦♥✜"♠❡❞ +❤❛+ ❛ ✜".+✲♦"❞❡" ✐""❡✈❡".✐❜❧❡
+"❛♥.✐+✐♦♥ ♦❝❝✉". ❛"♦✉♥❞ ✷✹ ●7❛ ❢♦" +❤❡ +❡+"❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡".✱ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ .❤♦"+❡♥✐♥❣ ♦❢ +❤❡
❝ ❛①✐. ❬✽✻❪✳ ❚❤✐. ✐. ✐♥+❡"♣"❡+❡❞ ❛. +❤❡ .✐❣♥❛+✉"❡ ♦❢ ✸❉ ♣♦❧②♠❡"✐③❛+✐♦♥ +❤"♦✉❣❤ ❞❡❢♦"♠❛+✐♦♥
♦❢ +❤❡ ❈
✻✵
♠♦❧❡❝✉❧❡. ❛♥❞ ❝"♦..✲❧✐♥❦✐♥❣ ♦❢ +❤❡ +❡+"❛❣♦♥❛❧ ❧❛②❡". ❜② ❬✸✰✸❪ ❝②❝❧♦❛❞❞✐+✐♦♥✱
✐♥ ❛❣"❡❡♠❡♥+ ✇✐+❤ ❙❡"❡❜"②❛♥❛②❛✬. ♠♦❞❡❧ ❬✽✶❪ ✳ ▼♦"❡ "❡❝❡♥+❧②✱ ❨❛♠❛♥❛❦❛ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮
.②♥+❤❡.✐③❡❞ ❛ ✸❉ +❡+"❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛.❡ ✭■♠♠♠✱ ❛∼✼✳✽✻ ➴✱ ❜∼✽✳✺✾ ➴✱ ❝∼✶✷✳✼✸ ➴✮ ❜② +❤❡
+♦♣♦+❛❝+✐❝ ❝♦♥✈❡".✐♦♥ ♦❢ ✷❉✲+❡+"❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡" .✐♥❣❧❡ ❝"②.+❛❧. ❛+ ❛ ♣"❡..✉"❡ ♦❢ ✶✺ ●7❛ ❛+
✽✼✸❑✳ ❚❤❡✐" "❡.✉❧+. ❛"❡ .✉♣♣♣♦"+❡❞ ❜② ❛ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✷❉ +❡+"❛❣♦♥❛❧ ❧❛②❡". ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❬✸✰✸❪
❝②❝❧♦❛❞❞✐+✐♦♥ ✇❤❡"❡ +❤❡ ❈
✻✵
♠♦❧❡❝✉❧❡. ❛"❡ .✉❜.+❛♥+✐❛❧❧② ❞❡❢♦"♠❡❞ ✭❝✉❜♦✐❞❛❧ .❤❛♣❡✮ ✭❋✐❣✉"❡
✶✳✶✺✮ ❬✽✼✱ ✽✽❪✳
❋✐❣✉"❡ ✶✳✶✺✿ ❈-②'!❛❧ '!-✉❝!✉-❡ ♦❢ !❤❡ '!❛-!✐♥❣ ✭❛✮ ✷❉✲■♠♠♠ ♣♦❧②♠❡- ❛♥❞ !❤❡ -❡'✉❧!✐♥❣ ✭❜✮
✸❉✲!❡!-❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡- ❢-♦♠ ❨❛♠❛♥❛❦❛ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✻✮ ❬✽✼❪✳
✸✵
✶✳✻ ✸❉ ♣♦❧②♠❡+, ❍✐❣❤✲♣+❡,,✉+❡✲❤✐❣❤✲3❡♠♣❡+❛3✉+❡ ❈
✻✵
♣♦❧②♠❡+✐③❛3✐♦♥
❨❛♠❛♥❛❦❛ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❛❧,♦ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛ ✸❉ 5❤♦♠❜♦❤❡❞5❛❧ ♣❤❛,❡ ✭❘✲✸✱ ❛ ❂ ❜∼✽✳✹✵✾✼ ➴✱
❝∼✷✶✳✸✾✸✷ ➴✮ ❢5♦♠ ,❛♠♣❧❡, ♦❢ ♠♦♥♦♠❡5✐❝ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
/5❡❛/❡❞ ❛/ ✶✺ ●D❛ ❛♥❞ ✽✷✸❑ ❬✽✽✱ ✽✾❪✳
■♥ /❤✐, ♠♦❞❡❧ ❡❛❝❤ ❈
✻✵
✉♥✐/ ✐, ❜♦♥❞❡❞ /♦ ✶✷ ❛❞❥❛❝❡♥/ ✉♥✐/,✳ ❙✐① ✉♥✐/, ❛5❡ ❜♦♥❞❡❞ ❜② ❬✸✰✸❪
❝②❝❧♦❛❞❞✐/✐♦♥ ❜❡/✇❡❡♥ ❛❞❥❛❝❡♥/ ♣❡♥/❛❣♦♥, ✐♥ /❤❡ ♣❧❛♥❡ ♣❡5♣❡♥❞✐❝✉❧❛5 /♦ /❤❡ /❤5❡❡✲❢♦❧❞
❛①✐, ❛♥❞ ❛♥♦/❤❡5 ,✐① ✉♥✐/, ❛5❡ ❜♦♥❞❡❞ ❜② ♣❡♥/❛❣♦♥✲❤❡①❛❣♦♥ ❬✷✰✷❪ ❝②❝❧♦❛❞❞✐/✐♦♥ ❢5♦♠ /❤❡
❜♦//♦♠ ❛♥❞ /♦♣ ♦❢ /❤❡ ♣❧❛♥❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✛❡5❡♥❝❡ ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ✷❉✲❘ ❛♥❞ ✸❉✲❘ ♠♦❞❡❧,
✐, /❤❡ ❞✐,/❛♥❝❡, ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡ ❞❡♥,❡ ④✶✶✶⑥
❝✉❜✐❝
♣♦❧②♠❡5✐③❡❞ ♣❧❛♥❡, ❛♥❞ /❤❡ ❈
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♠♦❧❡❝✉❧❛5
♦5✐❡♥/❛/✐♦♥,✱ /❤❛/ ❞❡/❡5♠✐♥❡ /❤❡ /②♣❡ ❛♥❞ ♥✉♠❜❡5 ♦❢ ❈✲❈ ✐♥/❡5✲♠♦❧❡❝✉❧❛5 ❝♦✈❛❧❡♥/ ❜♦♥❞,✳
❋✐❣✉5❡ ✶✳✶✻✿ ✭❛✮ ❈*②,!❛❧ ,!*✉❝!✉*❡ ♦❢ !❤❡ ✸❉✲*❤♦♠❜♦❤❡❞*❛❧ ♣♦❧②♠❡* ❢*♦♠ ❨❛♠❛♥❛❦❛ ❡! ❛❧✳
✭✷✵✵✽✮ ❬✽✾❪✳ ❚❤❡ ,!*✉❝!✉*❡ ✐♥ !❤❡ ♣❧❛♥❡✱ ✇❤❡*❡ ❈
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✉♥✐!, ❛*❡ ❧✐♥❦❡❞ ❜② ❬✸✰✸❪ ❝②❝❧♦❛❞❞✐!✐♦♥✳
❚❤❡ ❝❛*❜♦♥ ❛!♦♠, ♠❛*❦❡❞ ❜② *❡❞ ❝♦❧♦* ❛*❡ ❜♦♥❞❡❞ ✇✐!❤ !❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥! ❜❛❧❧, ✭❣*❡❡♥ ❝✐*❝❧❡,✮ ❜②
♣❡♥!❛❣♦♥✲❤❡①❛❣♦♥ ❬✷✰✷❪ ❝②❝❧♦❛❞❞✐!✐♦♥ ❢*♦♠ !❤❡ ♥❡①! ❧❛②❡* ❛, ,❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❜♦♥❞
❧❡♥❣!❤, ❛*❡ ,❤♦✇♥ ✐♥ ✭❜✮✳
❘❡❝❡♥/ /✐❣❤/✲❜✐♥❞✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❛5✲❞②♥❛♠✐❝, ❝❛❧❝✉❧❛/✐♦♥, ❢5♦♠ ❨❛♠❛❣❛♠✐ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✾✮✱
,❤♦✇ /❤❛/ /❤❡ ,/5✉❝/✉5❛❧ ♣❤❛,❡ /5❛♥,✐/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ✷❉✲✸❉ /❡/5❛❣♦♥❛❧ ♦❝❝✉5, ❢♦5 ❛ ✇✐❞❡ ♣5❡,,✉5❡
5❛♥❣❡ ✶✵✕✸✵ ●D❛ ❬✾✵❪✳ ❚❤❡ 5❡,✉❧/✐♥❣ ✸❉ ♣♦❧②♠❡5 ♣❤❛,❡, ♦♥❧② ,❤♦✇ ❛ ,♠❛❧❧ ✈❛5✐❛/✐♦♥ ✐♥ /❤❡
✐♥/❡5❢✉❧❧❡5❡♥❡ ❜♦♥❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ /❤❡ ✬❜✬ ❛①✐,✱ ✇❤✐❝❤ ✐, ❝❧♦,❡ /♦ /❤❡ ♦❜,❡5✈❡❞ ❡①♣❡5✐♠❡♥/❛❧ ✈❛❧✉❡,
❬✽✼❪✳ ❚❤❡ /♦/❛❧✲❡♥❡5❣② ❞✐✛❡5❡♥❝❡, ❜❡/✇❡❡♥ /❤❡,❡ ♣❤❛,❡, ❛5❡ ❢♦✉♥❞ /♦ ❜❡ ,♠❛❧❧✱ ♦❢ /❤❡ ♦5❞❡5
♦❢ ✶✵ ♠❡❱ ♦5 ❡✈❡♥ ,♠❛❧❧❡5✳ ■♥ ❛❞❞✐/✐♦♥✱ /❤❡ ▲❉❆ ❣❡♦♠❡/5② ♦♣/✐♠✐③❛/✐♦♥ ,✉❣❣❡,/, /❤❛/ /❤❡
♠♦❞❡❧ ✇✐/❤ ❢♦✉5 ✐♥/❡5❢✉❧❧❡5❡♥❡ ❜♦♥❞, ✐, /❤❡ ♠♦,/ ,/❛❜❧❡ ❝♦♥✜❣✉5❛/✐♦♥ ❛♥❞ ,❤♦✉❧❞ /❤❡5❡❢♦5❡
❜❡ ♦❜,❡5✈❡❞ ❡①♣❡5✐♠❡♥/❛❧❧②✳ ■/, ❡♥❡5❣② ♣❡5 ❛/♦♠ ✐♥ /❤❡ ▲❉❆ ✐, ❢♦✉♥❞ /♦ ❜❡ 5❡❧❛/✐✈❡❧②
❧♦✇✱ ❛♥❞ /❤✐, ♣❤❛,❡ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ,/❛❜❧❡ ♦♥❝❡ ✐/ ✇❛, ,②♥/❤❡,✐③❡❞✳ ❙✐♥❝❡ /❤✐, ✸❉ ♣♦❧②♠❡5✐③❡❞
♣❤❛,❡ ✐, ❢♦✉♥❞ /♦ ❜❡ ❡❧❡❝/5♦♥✐❝❛❧❧② ❝♦♥❞✉❝/✐✈❡✱ /❤❡ ♣❤❛,❡ ✐, ❛♥ ✐♥/❡5❡,/✐♥❣ /❛5❣❡/ ✐♥ /❤❡
✜❡❧❞ ♦❢ ♣5❡,,✉5❡ ,②♥/❤❡,✐, ♦❢ ♥❡✇ ♠❛/❡5✐❛❧,✳ ■♥ ✷✵✶✶ /❤❡ ,❛♠❡ ❣5♦✉♣ ♦❢ ❛✉/❤♦5, ♣5❡❞✐❝/❡❞
/❤❡ /5❛♥,✐/✐♦♥ ♦❢ ,✳❝✳ ❈
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✐♥/♦ ❛ ,✳❝✳ ✸❉ ♣♦❧②♠❡5 ✇✐/❤ ❛ ❤✐❣❤ ,♣
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❛♥❞ ✷✵ ●D❛ ❬✾✶❪✳ ❚❤✐, ,✳❝✳ ✸❉ ♣♦❧②♠❡5 ✐, ❝♦♥✜5♠❡❞ /♦ ❜❡ ,/❛❜❧❡ ✉,✐♥❣ /❤❡ ❧♦❝❛❧✲❞❡♥,✐/②✲
❛♣♣5♦①✐♠❛/✐♦♥ ✭▲❉❆✮✳ ■♥/❡5❡,/✐♥❣❧②✱ /❤❡ ❧❛//✐❝❡ ❝♦♥,/❛♥/ ♦❢ /❤✐, ,✳❝✳ ✸❉ ♣♦❧②♠❡5 ✐, ❝❧♦,❡
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♣♦❧②♠❡'✐③❛4✐♦♥
 ♦  ❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥ ❛❧ ✈❛❧✉❡. ♦❜.❡&✈❡❞ ❜② ❨❛♠❛♥❛❦❛ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✽✮ ❬✽✾❪ ❛♥❞ ▼❡③♦✉❛& ❡! ❛❧✳
✭✷✵✵✸✮ ❬✼✾❪ ❛❧ ❤♦✉❣❤ ✐ . ❞❡ ❛✐❧❡❞ ❣❡♦♠❡ &② ✐. ✉♥❦♥♦✇♥✳
✶✳✼ ❉✐%♦'❞❡'❡❞ ❝❛'❜♦♥ ♣❤❛%❡%
✶✳✼✳✶ ❉✐%♦'❞❡'❡❞ ❣'❛♣❤✐.❡✲❧✐❦❡ ❝❛'❜♦♥ ♣❤❛%❡%
❉✐.♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐ ❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❤❛.❡. ✭❉●▲❈✮ ❛&❡ ♦❜ ❛✐♥❡❞ ✐♥  ❤❡ ✷✲✽ ●I❛ &❛♥❣❡✱ ❢&♦♠
❤✐❣❤  ❡♠♣❡&❛ ✉&❡  &❡❛ ♠❡♥ ✭∼✶✵✵✵❑✮ ♦❢  ❤❡ ✷❉✲♣♦❧②♠❡&. ❬✻✾✱ ✾✷✱ ✾✸✱ ✾✹✱ ✾✺❪✳ ❉●▲❈
.❛♠♣❧❡. ❛&❡ ❝♦♥.✐❞❡&❡❞  ♦ ❜❡ ♣&❡❞♦♠✐♥❛♥ ❧② .♣
✷
❣&❛♣❤✐ ✐❝ ♣❤❛.❡.  ❤❛ ❡①❤✐❜✐ .❡♠✐✲♠❡ ❛❧❧✐❝
♣&♦♣❡& ✐❡. ✭✐✳❡✳ ❛. ❣&❛♣❤✐ ❡✮✳ ❆ ❤✐❣❤ ❤❛&❞♥❡..✱ ✇❤✐❝❤ ✐. . ✐❧❧ ✉♥❞❡& ❞❡❜❛ ❡ ❤❛. ❜❡❡♥
&❡♣♦& ❡❞ ❢♦&  ❤❡ ❉●▲❈ ♣❤❛.❡. ❬✻✾✱ ✼✶✱ ✾✻❪✳ ❈❡& ❛✐♥ ❝❡& ❛✐♥ .♣❡❝✐♠❡♥. ♦❢ ❉●▲❈ ❤❛✈❡
❛❧.♦ ❜❡❡♥ ❞❡.❝&✐❜❡❞ ❛. ♥❡❛&❧② ❛♠♦&♣❤♦✉. ❬✾✻❪✱ .✐♠✐❧❛&  ♦ ❛♠♦&♣❤♦✉. ❢✉❧❧❡&✐ ❡. ♣&❡♣❛&❡❞ ❜②
❤❡❛ ✲ &❡❛ ♠❡♥ ✉♥❞❡& ✈❛❝✉✉♠ ❬✾✼❪ ♦& ❜② ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♠✐❧❧✐♥❣ ❬✾✽❪✳
❋✐❣✉&❡ ✶✳✶✼✿ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ❞❡♥.✐!② ✭❛✮ ❛♥❞ ❱✐❝❦❡4 ❤❛4❞♥❡.. ✭❜✮ ✈.✳ .②♥!❤❡.✐. !❡♠♣❡4✲
❛!✉4❡✱ ❢♦4 ♣❤❛.❡. ♣4❡♣❛4❡❞ ❛! ✸✳✺ ●>❛ ✭△✮✱✺✳✵ ●>❛ ✭✥✮ ❛♥❞ ✽✳✵ ●>❛ ✭❖✮✳ ❖♣❡♥ .②♠❜♦❧.
❝♦44❡.♣♦♥❞ !♦ !❤❡ ♣♦❧②♠❡4✐③❡❞ ♣❤❛.❡. ♦❢ ❈
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❛♥❞ ❝❧♦.❡❞ .②♠❜♦❧. !♦ ❉●▲❈ .❛♠♣❧❡.✳ ❚❤❡
❧✐♥❡. ❛4❡ ❛ ❣✉✐❞❡ ❢♦4 !❤❡ ❡②❡✳ ❋4♦♠ ▲②❛♣✐♥ ❡! ❛❧✳ ✭✷✵✵✵✮ ❬✾✸❪✳
❙❡✈❡&❛❧ ❡①♣❡&✐♠❡♥ . ❢♦❝✉.❡❞ ♦♥  ❤❡ ❝♦&&❡❧❛ ✐♦♥ ❜❡ ✇❡❡♥  ❤❡ ❞❡♥.✐ ② ❛♥❞  ❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
♣&♦♣❡& ✐❡. ♦❢ ❉●▲❈✱ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❝❧❛✐♠❡❞  ♦ ❜❡ ❤❛&❞✲❝❛&❜♦♥ ♣❤❛.❡. ❬✻✾✱ ✼✶✱ ✾✻❪✳ ❋♦& ✐♥. ❛♥❝❡✱
 ❤❡ ❞❡♥.✐ ② ♦❢ ❉●▲❈ ✭✶✳✾✲ ✷✳✸ ❣✴❝♠
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✮ ✐. &❡♣♦& ❡❞ .✐♠✐❧❛&  ♦ ❣&❛♣❤✐ ❡ ✭✷✳✷✻ ❣✴❝♠
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❛♠♦&♣❤♦✉. ❝❛&❜♦♥ ✭✶✳✽✲✷✳✶❣✴❝♠
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✮ ❬✾✷✱ ✾✸❪✳ ■♥ ❝♦♥ &❛. ✱  ❤❡ ♠❡❛.✉&❡❞ ❱✐❝❦❡& ❤❛&❞♥❡..
♦❢ ❉●▲❈ ✭✶✵✲✹✵ ●I❛✮ ✐. &❡♣♦& ❡❞  ♦ ❜❡ ❤✐❣❤❡&  ❤❛♥ ❣&❛♣❤✐ ❡ ✭✵✳✷ ●I❛✮ ♦&  ❤❡ ♣❛&❡♥ 
✷❉✲♣♦❧②♠❡&. ✭✶✲✷ ●I❛✮ ✭❋✐❣✉&❡ ✶✳✶✼✮ ❬✾✷✱ ✻✾✱ ✾✸✱ ✾✾❪✳ ❚❤✐. ♣❡❝✉❧✐❛&✐ ② ✇❛. ❡①♣❧❛✐♥❡❞
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♣♦❧②♠❡'✐③❛4✐♦♥
❜② "❤❡ ♣♦''✐❜❧❡ ♦❝❝✉,,❡♥❝❡ ♦❢ ❝,♦''✲❧✐♥❦' ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❝❤❛✐♥' ❛♥❞ ♣❧❛♥❡' ✐♥ ✶❉ ❛♥❞ ✷❉
♣♦❧②♠❡,' ❛" ❤✐❣❤ ♣,❡''✉,❡✳ ▼♦,❡♦✈❡,✱ ✉♥❞❡, ✐♥❞❡♥"❛"✐♦♥✱ "❤✐' ♣❤❛'❡ '❤♦✇' ❛ ❤✐❣❤ ❞❡❣,❡❡
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❧❛❜❡❧❧❡❞ $%❛♥#✐❡♥$✲#$❛$❡# ✐♥ ❋✐❣✉%❡ ✶✳✶✾✮✳ ■♥ ❝♦♥$%❛#$✱ $❤❡ ✉❧$%❛✲❤❛%❞ ❞✐#♦%❞❡%❡❞ ♣❤❛#❡#
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❜❡ ❛ #✉❜❥❡❝ ♦❢ ❞✐#❝✉##✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥ -♦✈❡-#②✳ ❙❡✈❡-❛❧ -❡❛#♦♥# ❧✐♠✐  ❤❡ ✐♥ ❡-♣-❡ ❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡
# -✉❝ ✉-❛❧ ❞❛ ❛  ❤❛ ❤❛# ❜❡❡♥ ❝♦❧❧❡❝ ❡❞ ♦✈❡-  ❤❡ ②❡❛-#✳ ❋✐-# ❧②✱ ♠♦# ❳✲-❛② ❞✐✛-❛❝ ✐♦♥ ♦-
❘❛♠❛♥ #♣❡❝ -❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❡❛#✉-❡❞ ♦♥ Q✉❡♥❝❤❡❞ #❛♠♣❧❡#✱ ❛❢ ❡- -❡❝♦✈❡-✐♥❣  ❤❡♠  ♦ ❛♠❜✐❡♥ 
❝♦♥❞✐ ✐♦♥#✳ ❋♦- ✐♥# ❛♥❝❡✱  ❤❡ Q✉❡♥❝❤✐♥❣ ♣-♦❝❡## ❝♦✉❧❞ ✐♥❞✉❝❡ -❡✈❡-#✐❜❧❡✲♣❤❛#❡  -❛♥#✐ ✐♦♥#✱
❛♠♦-♣❤✐③❛ ✐♦♥ ♦-  ❡① ✉-✐♥❣ #✉❜#❡Q✉❡♥ ❧② ♣-♦❞✉❝✐♥❣ ♠❡ ❛# ❛❜❧❡✱ ♣♦♦- ❝-②# ❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧②
❤❡ ❡-♦❣❡♥❡♦✉# #❛♠♣❧❡#✳ ■♥ #♦♠❡ ❝❛#❡#  ❤❡ ❧♦✇ -❡#♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❳❘❉ ♣♦✇❞❡- ❞❛ ❛ ❛♥❞
 ❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ #✐♥❣❧❡ ❝-②# ❛❧# ♠❛❦❡  ❤❡ -❡#♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ # -✉❝ ✉-❡# ❞✐✣❝✉❧ ✳ ❚❤❡ #②♥ ❤❡#✐#
♣❛ ❤  ❤-♦✉❣❤  ❤❡ -❡❛❝ ✐♦♥ ❞✐❛❣-❛♠ ✭❚✲9 ✈#✳ 9✲❚✮ ❛♥❞  ❤❡  -❡❛ ♠❡♥  ✐♠❡# ✭#❤♦- ✭♠✐♥✮
✈#✳ ❧♦♥❣ ✭❤♦✉-#✮✱ #❧♦✇ ✈#✳ ❢❛#  -❛♥#❢♦-♠❛ ✐♦♥ ❦✐♥❡ ✐❝#✮ ❛❧#♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡  ❤❡ ❝♦♠♣❧❡ ❡♥❡## ♦❢
 ❤❡  -❛♥#❢♦-♠❛ ✐♦♥# ❛♥❞  ❤❡ ❞❡❣-❡❡ ♦❢ ♦-❞❡- ♦❢  ❤❡ ♣♦❧②♠❡-✐③❡❞ # -✉❝ ✉-❡#✳ ❆❞❞✐ ✐♦♥❛❧❧②✱
 ❤❡ ❤②❞-♦# ❛ ✐❝✐ ② ♦❢  ❤❡ #❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥ ❛♥❞  ❤❡  ②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣-❡##✐♦♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡  ❤❡
❜♦♥❞✐♥❣ ❞✐-❡❝ ✐♦♥# ❛♥❞ ♦-❞❡-✐♥❣ ❞✉-✐♥❣ ❈
✻✵
♣♦❧②♠❡-✐③❛ ✐♦♥✳ ❋✐♥❛❧❧②✱  ❤❡ ❧♦✇ #❝❛  ❡-✐♥❣
♣♦✇❡- ♦❢ ❈✲❛ ♦♠# ❛♥❞  ❤❡ #✐♠✐❧❛- ❞❡♥#✐ ✐❡# ♦❢  ❤❡ ❞✐✛❡-❡♥ ❈
✻✵
♣♦❧②♠♦-♣❤# ❝❛❧❧ ❢♦-  ❤❡
❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲-❡#♦❧✉ ✐♦♥ # -✉❝ ✉-❛❧ ♣-♦❜❡# ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇  ♦ ❢♦❧❧♦✇ ✐♥ $✐%✉  ❤❡
# -✉❝ ✉-❛❧ ❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ❞✉-✐♥❣ ♣♦❧②♠❡-✐③❛ ✐♦♥✳ ■♥ ❝♦♥❝❧✉#✐♦♥ ❛♥ ✐♥ $✐%✉ -❡✐♥✈❡# ✐❣❛ ✐♦♥ ♦❢
 ❤❡  -❛♥#❢♦-♠❛ ✐♦♥# ♦❝❝✉--✐♥❣ ✐♥  ❤❡ ✶✲✶✺ ●9❛✱ ✉♥❞❡- ❝♦♥ -♦❧❧❡❞ ❝♦♥❞✐ ✐♦♥# ✭ ✐✳❡✳ -❡❛❝ ✐♦♥
♣❛ ❤✱ -❡❛❝ ✐♦♥  ✐♠❡✱ #❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥ ✱  ②♣❡ ♦❢ ❝♦♠♣-❡##✐♦♥✮ -❡❣✐♦♥ ✐# ♠✉❝❤ ❛✇❛✐ ❡❞✳
✹✵
✶✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❍✐❣❤✲♣0❡))✉0❡✲❤✐❣❤✲2❡♠♣❡0❛2✉0❡ ❈
✻✵
♣♦❧②♠❡0✐③❛2✐♦♥
❘!"✉♠! ❞✉ ❝❤❛♣✐+,❡ ✶
▲❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ✶ ♣❛**❡ ❡♥ (❡✈✉❡ ❧❡* '(❛✈❛✉① *✉( ❧❛ ♣♦❧②♠3(✐*❛'✐♦♥ ❞✉ ❈
✻✵
6 ❤❛✉'❡ ♣(❡**✐♦♥
❡' ❤❛✉'❡ '❡♠♣3(❛'✉(❡✳ ▲❛ (❡❝❤❡(❝❤❡ *✉( ❝❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛ ❛✉**✐ 3'3 ❡♥❝♦✉(❛❣3❡ ♣❛( ❧❛ ♣♦**✐✲
❜✐❧✐'3 ❞❡ *②♥'❤3'✐*❡( ❞❡* ♣❤❛*❡* ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ '(;* ❞✉(❡* ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✶✮✳ ▲❡* ❝❛(❛❝'3(✐*'✐>✉❡*
*'(✉❝'✉(❛❧❡* ❞✉ ❈
✻✵
♣❡(♠❡''❡♥' ❧❛ ❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡* ❞✐✛3(❡♥'* '②♣❡* ❞❡ ❧✐❛✐*♦♥ ✐♥'❡(♠♦❧3❝✉❧❛✐(❡
❡♥'(❡ ♠♦❧3❝✉❧❡* ❞❡ ❈
✻✵
✈♦✐*✐♥❡* ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✷✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥❞✉✐' 6 ❧❛ ❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❞✐♠;(❡*
✭A∼✶ ●A❛✮✱ >✉✐ ❡*' ❝♦♥*✐❞3(3 ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣(❡♠✐;(❡ 3'❛♣❡ ❛✈❛♥' ❧❛ ♣♦❧②♠3(✐*❛'✐♦♥✳ ▲❡ ❞✐♠;(❡
✭❈
✻✵
✮
✷
(3*✉❧'❡ ❞✬✉♥❡ (3❛❝'✐♦♥ ❞❡ ❝②❝❧♦❛❞❞✐'✐♦♥ ❬✷ ✰✷❪ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✸✮✳ ❉❛♥* ❝❡ ♣(♦❝❡**✉*
❞❡* ❝②❝❧❡* ❝♦♠♣♦('❛♥' ✹ ❝❛(❜♦♥❡* *♦♥' ❣3♥3(3* ❡♥'(❡ ♠♦❧3❝✉❧❡* ❞❡ ❈
✻✵
✈♦✐*✐♥❡* 6 '(❛✈❡(* ❧❛
❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❧✐❛✐*♦♥* ✐♥'❡(♠♦❧3❝✉❧❛✐(❡* *✐♠♣❧❡*✳ ❊♥ ❢❛✐'✱ ❧✬✐❞❡♥'✐✜❝❛'✐♦♥ ❞❡* ❞✐♠;(❡*
❞❛♥* ✉♥ ♠3❧❛♥❣❡ ❞❡ ♣♦❧②♠;(❡* (❡*'❡ ✉♥❡ 'M❝❤❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❡' ❧❛ ♥3❝❡**✐'3 ❞✬3'✉❞❡* 6 ♣❧✉* ❜❛**❡*
♣(❡**✐♦♥* ❛ 3'3 ❞❡♣✉✐* ❧♦♥❣'❡♠♣* ♣♦*3❡✳ ❈❡ ♣♦✐♥' ❡*' ❝(✉❝✐❛❧ ♣♦✉( ❛♥❛❧②*❡( ❧✬ 3'❛♣❡ *✉✐✈✲
❛♥'❡ ❞❡ ♣♦❧②♠3(✐*❛'✐♦♥ >✉✐ ❝♦♥*✐*'❡ 6 ❢♦(♠❡( ❞❡* ❝❤❛O♥❡* ❧✐♥3❛✐(❡* ✶❉ ✭A ❁✷ ●A❛✮ ♣❛( ❧❛
❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡* 6 >✉❛'(❡ ❝❛(❜♦♥❡* ❞❡ ❝❤❛>✉❡ ❝♦'3 ❞❡* ♠♦❧3❝✉❧❡* ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✹✮✳
❆✈❡❝ ❧✬❛✉❣♠❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(❡**✐♦♥ ✭A ❂ ✷✲✽ ●A❛✮ ❡' ❞❡ ❧❛ '❡♠♣3(❛'✉(❡✱ ❧❛ ❢♦(♠❛'✐♦♥
❞❡* ❧✐❛✐*♦♥* ❡♥'(❡ ❝❤❛O♥❡* *❡ ♣(♦❞✉✐'✱ ❝❡ >✉✐ ❝♦♥❞✉✐' 6 ✉♥❡ ♣♦❧②♠3(✐*❛'✐♦♥ ✷❉ ❞❛♥* ❧❡*
♣❧❛♥* ④✶✵✵⑥
❝✉❜✐'✉❡
❡' ④✶✶✶⑥
❝✉❜✐'✉❡
❞❡ ❧❛ *'(✉❝'✉(❡ ❝✉❜✐>✉❡ ♠♦♥♦♠;(❡ ❡' ❣3♥;(❡ (❡*♣❡❝'✐✈❡✲
♠❡♥' ❞❡* ♣❧❛♥* >✉❛❞(❛'✐>✉❡* ✭■♠♠♠ ❡' "✹✷✴♠♠❝✮ ❡' (❤♦♠❜♦3❞(✐>✉❡* ✭❘♠✲✸♠✮ ✭ ❡❝#✐♦♥
✶✳✺✮✳ ❏✉*>✉✬6 ♣(3*❡♥'✱ ❧❛ ♣❤❛*❡ >✉❛❞(❛'✐>✉❡ ♣✉(❡ ♥✬❛ ♣❛* 3'3 ♦❜'❡♥✉❡✱ ♠❛✐* ❧✬♦♥ ♦❜'✐❡♥'
*❡✉❧❡♠❡♥' ❞❡* ♠3❧❛♥❣❡* ❛②❛♥' ❛✉ ♠✐♥✐♠✉♠ ✶✵✪ ❞❡ ♣❤❛*❡ (❤♦♠❜♦3❞(✐>✉❡✱ 6 ❞❡* ♣(❡**✐♦♥*
♣❧✉* ❜❛**❡* >✉❡ ✹✲✺ ●A❛ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✺✳✷✮❀ ❧❡* *'(✉❝'✉(❡* (❤♦♠❜♦3❞(✐>✉❡* *♦♥' ❢❛✈♦(✐*3❡*
❞❛♥* ✉♥❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ♣(❡**✐♦♥ *✉♣3(✐❡✉(❡ ✹✲✽ ●A❛ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✺✳✶✮✳
❆ ❞❡* ♣(❡**✐♦♥* ♣❧✉* 3❧❡✈3❡* ✭A❃ ✽ ●A❛✮ ❧❡* ♣❧❛♥* ✷❉✲♣♦❧②♠3(✐*3* *❡ (❡❧✐❡♥' *❡❧♦♥ ❧❛
❞✐(❡❝'✐♦♥ ❞✬❡♠♣✐❧❡♠❡♥' ❣(M❝❡ 6 ❞❡* (3❛❝'✐♦♥* ❞❡ ❝②❝❧♦❛❞❞✐'✐♦♥ *✉♣♣❧3♠❡♥'❛✐(❡*✳ ▲❡* ♣❤❛*❡*
❝(✐*'❛❧❧✐♥❡* (3*✉❧'❛♥'❡* ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✻✮ ❢♦(♠❡♥' ✉♥ (3*❡❛✉ ✸❉ ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ ❝♦✈❛❧❡♥' *♣
✷
✲*♣
✸
❞♦♥' ❧❛ *②♠3'(✐❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✻✳✶✮ ❡' ❧✬❛♥✐*♦'(♦♣✐❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✻✳✷✮ ♦♥' 3'3 ❡①❛♠✐♥3❡* ❡'
♠♦❞3❧✐*3❡* ✭ ❡❝#✐♦♥ ✶✳✻✳✸✮✳ ❆ ♣❧✉* ❤❛✉'❡ '❡♠♣3(❛'✉(❡✱ ❧❡* ♠♦❧3❝✉❧❡* ❈
✻✵
*✬❡✛♦♥❞(❡♥'
❡' ♣❧✉*✐❡✉(* ♣❤❛*❡* ❞3*♦(❞♦♥♥3❡* ❛♣♣❛(❛✐**❡♥'✱ ❧❡✉( ♦(❞(❡ ❧♦❝❛❧ ❡' ❧❡✉( ❤②❜(✐❞❛'✐♦♥ ❞✉
'②♣❡ *♣
✷
✲*♣
✸
♣❡✉✈❡♥' ✈❛(✐❡( ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣(❡**✐♦♥ ✉'✐❧✐*3❡ ♣♦✉( ❧❛ *②♥'❤;*❡ ✭ ❡❝#✐♦♥
✶✳✼✮✳ ❉❡ ♣❤❛*❡* ❞3*♦(❞♦♥♥3❡* ❞❡ ❝❛(❜♦♥❡ ❞❡ '②♣❡ ❣(❛♣❤✐'❡ ✭❉●▲❈✮ ♣(3*❡♥'❛♥' ✉♥❡ ❞✉(❡'3
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4❤✉, ❛♥ ❡✛♦$4 ✇❛, ❞♦♥❡ 4♦ ✐♠♣$♦✈❡ 4❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ 4❤❡ ▼❈❈✳ ❚❤✐, ✇❛, ❞♦♥❡ ♠❛✐♥❧② ❜②
$❡❞✉❝✐♥❣ 4❤❡ ,❧✐4 4❤✐❝❦♥❡,, ❛♥❞ ,❧✐4 ✐♥4❡$,♣❛❝✐♥❣ ✭❋✐❣✉$❡ ✷✳✾❝✮❀ 4❤❡,❡ ✐♠♣$♦✈❡♠❡♥4, 4♦ 4❤❡
✐♥✐4✐❛❧ ❞❡,✐❣♥ ♦❢ 4❤❡ ▼❈❈ ❤❛✈❡ ❡♥❤❛♥❝❡❞ 4❤❡ ♠❡4❤♦❞♦❧♦❣② 4♦ ❡①4$❛❝4 ❛❝❝✉$❛4❡ ,4$✉❝4✉$❛❧
✐♥❢♦$♠❛4✐♦♥ ❬✶✹✹❪✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✾✿ ✭❛✮ ❉/❛✇✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ♠✉❧2✐❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❧❧✐♠❛2♦/✳ ❚❤❡ ✉♣(2/❡❛♠ ❜❧♦❝❦ ✐( ❝♦♠♣♦(❡❞
♦❢ ✼✺ (❧✐2( ♦❢ ✺✵ µ♠ ♣♦(✐2✐♦♥❡❞ ❛2 ❛ ❞✐(2❛♥❝❡ ♦❢ ✺✵ ♠♠ ❢/♦♠ 2❤❡ (❛♠♣❧❡✳ ❚❤❡ ❞♦✇♥(2/❡❛♠
❜❧♦❝❦ ✐( ❝♦♠♣♦(❡❞ ♦❢ ✼✺ (❧✐2( ♦❢ ✷✵✵ µ♠ ♣♦(✐2✐♦♥❡❞ ❛2 ✷✵✵ ♠♠✳ ❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡2✇❡❡♥ ❡❛❝❤ (❧✐2(
✐( ✵✳✽➦✱ ❢♦/ ❛ 2♦2❛❧ ❝♦✈❡/❡❞ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✻✵➦✳ ✭❜✮ ❚♦♣ ✈✐❡✇ ♦❢ 2❤❡ ✐♥♥❡/ (❧✐2( ♥❡2✇♦/❦ ♦❢ 2❤❡ ▼❈❈✳
✭❝✮ ❙❝❤❡♠❛2✐❝ ❞/❛✇✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❝❡❧❧ ❛((❡♠❜❧② ✐♥❞✐❝❛2✐♥❣ 2❤❡ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ 2❤❡ ♠✉❧2✐❝❤❛♥♥❡❧
❝♦❧❧✐♠❛2♦/✱ ✇❤❡/❡ 2❤❡ ❞✐✛/❛❝2✐♥❣ ③♦♥❡ ❛2 ❛♥ ❛♥❣❧❡ ψ ❝♦//❡(♣♦♥❞ 2♦ 2❤❡ ✐♥2❡/(❡❝2✐♦♥ ♦❢ 2❤❡
✐♥❝✐❞❡♥2 ①✲/❛② ❜❡❛♠ ❛♥❞ 2❤❡ ③♦♥❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② 2❤❡ (❧✐2 ♣♦(✐2✐♦♥❡❞ ❛2 2❤✐( ❛♥❣❧❡✳
✺✹
✷✳✸ ❊①%&❡♠❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥. ♦❢ ♣&❡..✉&❡ ❛♥❞ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❊①♣❡&✐♠❡♥%❛❧ ♠❡%❤♦❞.
❚❤❡ #♣❛&✐❛❧ #❡❧❡❝&✐✈✐&② ♦♣❡-❛&❡# #✐♠✉❧&❛♥❡♦✉#❧② ✐♥ &❤❡ ✇❤♦❧❡ ✷θ ❛♥❣✉❧❛- ❞♦♠❛✐♥ ❞❡✲
✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥&❡-#❡❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❞❡&❡❝&♦- ❛-❡❛ ❛♥❞ &❤❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛♥❣❧❡ ♦❢ &❤❡ ♣-❡##✉-❡ ❝❡❧❧✳
❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ #❡❡♥ ❜② &❤❡ ❞❡&❡❝&♦- ✐# ❞❡✜♥❡❞ ❜② &❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥& ❜❡❛♠✱ &❤❡ ✐♥♥❡- #❧✐& ❛♥❞ &❤❡
♦✉&❡- #❧✐& ♥❡&✇♦-❦ ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❞✐✣❝✉❧&② ❝♦♥#✐#&# ♦❢ &❤❡ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ♦♣&✐✲
♠✉♠ ❣❡♦♠❡&-② ♦❢ &❤❡ #❧✐&# ♥❡&✇♦-❦ ❝♦♠♣❛&✐❜❧❡ ✇✐&❤ &❤❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ❧✐♠✐&❛&✐♦♥# ♦❢ ❤✐❣❤❧②
①✲-❛② ❛❜#♦-❜✐♥❣ ♠❛&❡-✐❛❧# ✭❤❡❛✈② ♠❡&❛❧#✮✳ ■♥ ♦✉- #❡&✲✉♣✱ &❤❡ ❣❡♥❡-❛❧ #❧✐&# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❛-❡
♦♣&✐♠✐③❡❞ ❢♦- &❤❡ B❊B ❣❡♦♠❡&-②✳ ❚❤❡ ❝♦❧❧✐♠❛&♦- ✐# ♠❛❞❡ ♦❢ &✇♦ ❝♦♥❝❡♥&-✐❝ #❡&# ♦❢ #❧✐&#
✇❤✐❝❤ ❛-❡ ✈❡-② ♣-❡❝✐#❡❧② ❛❧✐❣♥❡❞ ♦♥ ❛ ❜❛#❡ ♣❧❛&❡ ❛# -❡♣-❡#❡♥&❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✾❛✳ ❚❤❡ ✐♥♥❡-
❛♥❞ ♦✉&❡- #❧✐&# ❛-❡✱ -❡#♣❡❝&✐✈❡❧②✱ ❧♦❝❛&❡❞ ❛& ✺✵ ❛♥❞ ✷✵✵ ♠♠ ❢-♦♠ &❤❡ #❛♠♣❧❡✳ ■♥♥❡- #❧✐&#
♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ✇✐❞&❤ ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛- #❡♣❛-❛&✐♦♥ ❛-❡ -❡H✉✐-❡❞ ✐♥ ♦-❞❡- &♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ &❤❡ ✈♦❧✉♠❡
#❡❡♥ ❜② &❤❡ &✇♦✲❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧ ❞❡&❡❝&♦-✳ ❚❤❡ ♦❧❞ ❙♦❧❧❡- #❧✐&# ❞❡#✐❣♥ ✇❛# ❜❛#❡❞ ♦♥ &✇♦ #❡&# ♦❢
♠✐❝-♦✲#❧✐&# ♠❛❝❤✐♥❡❞ ♦♥ &✇♦ &❛♥&❛❧✉♠ ♠♦♥♦✲❜❧♦❝# ❬✶✹✸❪✳ ❚❤❡ ♦✉&❡- #❧✐&# ✇✐❞&❤ ✇❛# ✜①❡❞
&♦ ✸✵✵ µ♠ ✇❤✐❝❤ ✐# #✉✣❝✐❡♥& &♦ ❡♥#✉-❡ ❛ ❣♦♦❞ #✐❣♥❛❧ &♦ ♥♦✐#❡ -❛&✐♦✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥♥❡-
#❧✐&# ❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ✇❡-❡ ❧✐♠✐&❡❞ &♦ ✶✵✵ µ♠ ✉#✐♥❣ #&❛&❡✲♦❢✲&❤❡✲❛-& ❡❧❡❝&-♦❡-♦#✐♦♥
&❡❝❤♥✐H✉❡#✳ ❚❤✐# ♠❛❥♦- ❧✐♠✐&❛&✐♦♥ ❤❛# ❜❡❡♥ -❡❝❡♥&❧② ♦✈❡-❝❛♠❡ ✉#✐♥❣ ❛♥ ♦-✐❣✐♥❛❧ #❧✐&# ♥❡&✲
✇♦-❦ ❞❡#✐❣♥ ❜❛#❡❞ ♦♥ &✉♥❣#&❡♥ ❝❛-❜✐❞❡ ❜❧❛❞❡# ✐♥#❡-&❡❞ ♦♥ ❛ ❤✐❣❤ ♣-❡❝✐#✐♦♥ #&❛✐♥❧❡## #&❡❡❧
#&-✉❝&✉-❡ ❬✶✹✹❪✳ ■& ✇❛# ♣♦##✐❜❧❡ &♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ♥❡&✇♦-❦ ♦❢ ✺✵ µ♠ #❧✐&#✱ ✇❤✐❝❤ -❡♣-❡#❡♥&# ❛
♠❛❥♦- ✐♠♣-♦✈❡♠❡♥& ♦❢ &❤❡ #♣❛&✐❛❧ #❡❧❡❝&✐✈✐&② ♦❢ &❤❡ ▼❈❈ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✾❜✮✳ ❚❤❡ ♥❡✇ ▼❈❈
✐# ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ ✼✺ #❧✐&# ❛& ✵✳✽➦ ❛♥❣❧❡ ❢-♦♠ ❡❛❝❤ ♦&❤❡- &♦ ❝♦✈❡- ❛ &♦&❛❧ ❛♥❣❧❡ ♦❢ ✻✵➦ ✭&❤❛& ✐#
&♦ #❛② ✸✵➦ ❢♦- &❤❡ ✷θ ❞✐✛-❛❝&✐♦♥ ❣❡♦♠❡&-②✮✳ ❚❤❡ ♦✉&❡- #❧✐&# ❜❧♦❝❦ ♠❛❞❡ ♦❢ ❧❡❛❞ ✐# ❧♦❝❛&❡❞
❛& ✷✵✵ ♠♠ ❢-♦♠ &❤❡ #❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦#❡❞ ♦❢ ❛ #❡& ♦❢ ✺✵ µ♠ #❧✐&# #♣❛❝❡❞ ❡❛❝❤ ✷✵✵µ♠✳
❚❤❡ #❛♠♣❧❡ ✐# ❝❡♥&❡-❡❞ ♦♥ &❤❡ -♦&❛&✐♦♥ ❛①✐# ♦❢ &❤❡ ▼❈❈ ❜② ♠❛①✐♠✐③✐♥❣ &❤❡ #❛♠♣❧❡ &♦
♥♦✐#❡ -❛&✐♦✳ ❉✉-✐♥❣ &❤❡ ❛❝H✉✐#✐&✐♦♥✱ &❤❡ ▼❈❈ -♦&❛&❡# ❛-♦✉♥❞ &❤❡ #❛♠♣❧❡ ❛& ❛ ❝♦♥#&❛♥&
#♣❡❡❞✱ -❡#✉❧&✐♥❣ ✐♥ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉# ❡①♣♦#✉-❡ ♦❢ &❤❡ ✷❉ ❞❡&❡❝&♦-✳ ❚❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ &❤❡
▼❈❈ &♦ -❡♠♦✈❡ &❤❡ ❞✐✛❡-❡♥& ❝♦♥&-✐❜✉&✐♦♥# ❢-♦♠ &❤❡ ❝❡❧❧ ❛##❡♠❜❧② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛&❡❞ ❜②
&❤❡ &❤❡♦-❡&✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❛♥❣❧❡ ψi ✇❤❡-❡ ❛ ♣❛-& ✐ ♦❢ &❤❡ ❝❡❧❧ ❛##❡♠❜❧② ✐# #&✐❧❧ ❞✐✛-❛❝&✐♥❣✿
ψi = 2arcsin
(
δ
2ri
)
✇❤❡-❡ δ ✐# &❤❡ #❧✐& &❤✐❝❦♥❡## ❛♥❞ !i ✐# &❤❡ -❛❞✐✉# ♦❢ &❤❡ ❝♦♥#✐❞❡-❡❞ ♣❛-& ✐ ♦❢ &❤❡ ❝❡❧❧
❛##❡♠❜❧② ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✾❝✮✳ ❚❤❡ &②♣✐❝❛❧ #❛♠♣❧❡ ❞✐❛♠❡&❡- &♦ -❡❛❝❤ ♣-❡##✉-❡# ✐♥ ❡①❝❡## ♦❢ ✼ ●B❛
✉#✐♥❣ &✉♥❣#&❡♥ ❝❛-❜✐❞❡ ❛♥✈✐❧# ✐# ✽✵✵ µ♠✳ ❚❤✐# ❞✐❛♠❡&❡- ❝♦--❡#♣♦♥❞# &♦ ❛♥ ❛♥❣❧❡ ψhBN ♦❢
✼✳✷➦✳ ❯#✐♥❣ ♣-❡✈✐♦✉#❧② ❞❡#✐❣♥❡❞ ▼❈❈ ✇✐&❤ ✐♥♥❡- #❧✐&# ♦❢ ✶✵✵ µ♠✱ &❤✐# ❝✉&♦✛ ❛♥❣❧❡ ✇❛#
✶✹✳✹➦✳ ■♥ &❤❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ✭❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✵✮ &❤❡ ①✲-❛② ❡♥❡-❣② ✇❛# ✜①❡❞ &♦ ✷✵ ❑❡❱✳ ❆& &❤✐#
❡♥❡-❣②✱ ✉#✐♥❣ &❤❡ ♣-❡✈✐♦✉# ▼❈❈ #❡&✉♣✱ #&-♦♥❣ ❞✐✛-❛❝&✐♦♥ ♣❡❛❦# ❢-♦♠ ❤❇◆ ❛♥❞ ❣-❛♣❤✐&❡
✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ #&-♦♥❣❧② ❛✛❡❝&❡❞ &❤❡ ✭✸✸✶✮ ❛♥❞ ✭✹✷✵✮ -❡✢❡❝&✐♦♥# ♦❢ ❈
✻✵
✳ ❯#✐♥❣ &❤❡ ▼❈❈ #❡&✉♣✱
&❤❡ ❞✐✛-❛❝&✐♦♥ #♣❡❝&-❛ ✐# ❛❧♠♦#& ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ❝❧❡❛-❡❞ ❢-♦♠ &❤❡ ❞✐✛-❛❝&✐♦♥ ♣❡❛❦# ♦❢ &❤❡ #❛♠♣❧❡
❡♥✈✐-♦♥♠❡♥& ✭❚♦♣ #♣❡❝&-❛ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✷✳✶✵❛✮✳
✺✺
✷✳✸ ❊①%&❡♠❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥. ♦❢ ♣&❡..✉&❡ ❛♥❞ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❊①♣❡&✐♠❡♥%❛❧ ♠❡%❤♦❞.
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵✿ ✭❛✮ ❉✐✛&❛❝(✐♦♥ +✐❣♥❛❧ ❢&♦♠ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✇✐(❤ (❤❡ ❞✐✛❡&❡♥( ❛♥❣❧❡ ③♦♥❡ ✇❤❡&❡
❡❛❝❤ ♣❛&( ♦❢ (❤❡ ❝❡❧❧ ❛++❡♠❜❧② ❝♦♥(&✐❜✉(❡+ (♦ (❤❡ +✐❣♥❛❧✱ ❝❛❧❝✉❧❛(❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡<✉❛(✐♦♥ ψi =
2arcsin
(
δ
2ri
)
✇✐,❤ ✐♥♥❡$ /❧✐,/ ♦❢ ✶✵✵ µ♠✳ ✭❜✮ ✷❉ ❞✐✛&❛❝(✐♦♥ ♣❛((❡&♥ ♦❢ (❤❡ +(&♦♥❣✲❜❛❝❦❣&♦✉♥❞
❣❡♥❡&❛(❡❞ ❜② (❤❡ +❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥(✳
✷✳✸✳✶✳✸ $%❡''✉%❡ ❛♥❞ ,❡♠♣❡%❛,✉%❡ ♠❡❛'✉%❡♠❡♥,'
❆ ♥♦♥✐♥✈❛/✐✈❡ ♠❡,❤♦❞ ♦❢ ❝$♦//✲❝❛❧✐❜$❛,✐♦♥ ✐/ ✉/❡❞ ,♦ ❡①♣❡$✐♠❡♥,❛❧❧② ♠❡❛/✉$❡ ,❤❡ ♣$❡//✉$❡
❛♥❞ ,❤❡ ,❡♠♣❡$❛,✉$❡✳ ❚❤❡ ♠❡,❤♦❞ $❡?✉✐$❡ ,❤❡ ✉/❡ ♦❢ ♠❛,❡$✐❛❧/ ✇✐,❤ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❡?✉❛,✐♦♥
♦❢ /,❛,❡ ✭❊❖❙✮ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ,②♣✐❝❛❧❧② ♣$❡/❡♥, ✐♥ ,❤❡ ❝❡❧❧ ❛//❡♠❜❧② ✭ ✐✳❡✳ ❤✲❇◆✱ ▼❣❖✱ ◆❛❈❧✱
❆✉✱ ❡,❝✳✮✳ ❚❤✐/ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ❡❧✐♠✐♥❛,❡/ ,❤❡ ✐♥,$✉/✐✈❡ ❡✛❡❝,/ ♦❢ ❛ ,❤❡$♠♦❝♦✉♣❧❡ ✐♥ ,❤❡ ❝❡❧❧ ✭❡✳❣✳
❞$✐❧❧✐♥❣ ❛ ❤♦❧❡ ✐♥ ,❤❡ ❛//❡♠❜❧②✱ $❡❞✉❝✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ♣❡$❢♦$♠❛♥❝❡✱ $✐/❦ ♦❢ ❢✉$♥❛❝❡ $✉♣,✉$❡✱
$❡❛❝,✐♦♥ ✇✐,❤ ,❤❡ /❛♠♣❧❡✱ ❧✐♠✐,❡❞ ♣$❡//✉$❡ $❛♥❣❡✱ ❡,❝✳ ❬✶✹✺❪✮✳
❚❤❡ ✉♥✐,✲❝❡❧❧ ✈♦❧✉♠❡/ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥, ♠❛,❡$✐❛❧/ ❛$❡ ♠❡❛/✉$❡❞ /✐♠✉❧,❛♥❡♦✉/❧② ❜② ✐♥✲+✐(✉ ❳✲
$❛② ❞✐✛$❛❝,✐♦♥ ✭/❡❡ ✷✳✸✳✷✮ ❢♦$ ❡❛❝❤ R✲❚ ❝♦♥❞✐,✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ,❤❡② ❛$❡ ✐♥,$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ,❤❡✐$ ❊❖❙
,♦ ♦❜,❛✐♥ ❛ /✐♠♣❧✐✜❡❞ /♦❧✉,✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣$❡❝✐/✐♦♥ ✐♥ R✲❚ ♠❡❛/✉$❡♠❡♥,/ ✐/ ❧✐♠✐,❡❞ ❜② ❞✐✛❡$❡♥,
/♦✉$❝❡/ ♦❢ ❡$$♦$ ,❤❛, ❝❛♥ ✐♥❞✉❝❡ ❞❡✈✐❛,✐♦♥/ ✐♥ ,❤❡ ❡/,✐♠❛,❡❞ ✈❛❧✉❡/✿
✭✶✮ ❊$$♦$/ ♦♥ ,❤❡ ❡/,✐♠❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❧❛,,✐❝❡ ♣❛$❛♠❡,❡$ ✭❡✳❣✳ ✈❡$② ❧❛$❣❡ ❋❲❍▼✱ ✐♥❢♦$✲
♠❛,✐♦♥ ♦♥❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ,❤❡ ❡?✉❛,♦$✐❛❧ ♣❧❛♥❡ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛$ ,♦ ,❤❡ ❝♦♠♣$❡//✐♦♥
❛①✐/✱ ❞✉❡ ,♦ ❧✐♠✐,❡❞ ❛♥❣✉❧❛$ ❛♣❡$,✉$❡ ♦❢ ,❤❡ ❤✐❣❤✲♣$❡//✉$❡ ❝❡❧❧✮
✭✷✮ ❚❤❡ ❛❝❝✉$❛❝② ♦❢ ,❤❡ ❝❤♦/❡♥ ❊❖❙ ,♦ ❞❡/❝$✐❜❡ ,❤❡ ❞❛,❛ ❛♥❞ ✐,/ R✲❚ $❛♥❣❡
✭✸✮ ❆♥✐/♦,$♦♣② ♦❢ ,❤❡ ❧❛,,✐❝❡ ♣❛$❛♠❡,❡$ ❞✉❡ ,♦ ❞❡✈✐❛,♦$✐❝ /,$❡//❡/
✭✹✮ R❤❛/❡✲,$❛♥/✐,✐♦♥/ ♦❢ ,❤❡ ♠❛,❡$✐❛❧/ /❡❧❡❝,❡❞ ❛/ ❝❛❧✐❜$❛♥,
❈❛❧✐❜$❛,✐♦♥ ❝✉$✈❡/ ♦❢ ,❤❡ ♣$❡//✉$❡ ✐♥/✐❞❡ ,❤❡ ❝❡❧❧ ❛//❡♠❜❧② ✈❡$/✉/ ,❤❡ ❢♦$❝❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ ,❤❡ ❛♥✈✐❧/ ♦❜,❛✐♥❡❞ ❜② ✐♥ +✐(✉ ❳❘❉ ❛$❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❬✶✹✻✱ ✶✹✼❪ ❛♥❞ ,❤❡/❡ ❝✉$✈❡/ /❤♦✇
❞✐✛❡$❡♥, ❛❝❝❡//✐❜❧❡ ♣$❡//✉$❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦$ ❲❈ ❛♥❞ ❙❉ ❛♥✈✐❧/✱ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ,❤❡ ❞✐✛❡$❡♥❝❡ ✐♥
❞❡❢♦$♠❛,✐♦♥ ♦❢ ❜♦,❤ ♠❛,❡$✐❛❧/ ❛, ❤✐❣❤ ♣$❡//✉$❡/✳ ❆/ ❡①❛♠♣❧❡✱ ,❤❡ /❛,✉$❛,✐♦♥ ♦❜/❡$✈❡❞ ✐♥
✺✻
✷✳✸ ❊①%&❡♠❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥. ♦❢ ♣&❡..✉&❡ ❛♥❞ %❡♠♣❡&❛%✉&❡ ❊①♣❡&✐♠❡♥%❛❧ ♠❡%❤♦❞.
✜❣✉#❡ ✶✭❛✮ ❢#♦♠ ❬✶✹✼❪ ✐1 #❡❛❝❤❡❞ ❛5 ♠✉❝❤ ❤✐❣❤❡# ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦#❝❡ ❢♦# ❙❉ ❛♥✈✐❧1 ✭✷✺✵ ❦◆ ❢♦#
❲❈ ❛♥❞ ❃✺✺✵ ❦◆ ❢♦# ❙❉✮✳ ❋♦# ❛ ❣✐✈❡♥ ❍G✲❍❚ ❝❡❧❧✱ 5❤❡ 5❡♠♣❡#❛5✉#❡ ❝❛♥ ❛❧1♦ ❜❡ ❡15✐♠❛5❡❞
❢#♦♠ 5❤❡ ❡❧❡❝5#✐❝❛❧ ♣♦✇❡# ❛♣♣❧✐❡❞ 5♦ 5❤❡ ❢✉#♥❛❝❡ ✭✐✳❡✳ ❚✭❑✮❂ ✷✳✾✾✸✷ ❬ ♣♦✇❡. ✭❲✮❪✰✷✹✺✳✾✱
❢.♦♠ ❨✳ ▲❡ ●♦❞❡❝ ♣❡.<♦♥❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛B✐♦♥✮✳
■♥ B❤✐< ✇♦.❦ B❤❡ ❊❖❙ ♦❢ ❤✲❇◆ ❬✶✹✽❪✱ ❆✉ ❬✶✹✾❪ ❛♥❞ ◆❛❈❧ ❬✶✺✵✱ ✶✺✶✱ ✶✺✷❪ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉<❡❞
B♦ ❡<B✐♠❛B❡ S ❛♥❞ ❚✳ ❯<✐♥❣ B❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣.♦❝❡❞✉.❡ B❤❡ ✉♥❝❡.B❛✐♥B✐❡< ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡<B✐♠❛B❡❞
B♦ ±✵✳✸ ●S❛ ❛♥❞ ±✺✵❑✳ ❚❤❡ ✉<❡ ♦❢ ❤✲❇◆ ❢♦. .✉♥< ❛❜♦✈❡ ✶✵ ●S❛ ✐< ♥♦B <✉✐B❛❜❧❡✱ ❛< ✐B
B.❛♥<❢♦.♠< ✐♥B♦ ✐B< ❝✉❜✐❝ ❢♦.♠ ✭❝✲❇◆✮✱ ❛♥❞ B❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ ❧❛BB✐❝❡ ♣❛.❛♠❡B❡.< ✇✐B❤ ♣.❡<<✉.❡
B❡♥❞< B♦ ✬<❛B✉.❛B❡✬ ❬✶✺✸❪✳ ❚❤❡ <❛♠❡ ♣.❡<<✉.❡ ❧✐♠✐B ❛♣♣❧✐❡< ❢♦. B❤❡ ❣.❛♣❤✐B❡ ❢✉.♥❛❝❡ ❛< ✐B
B.❛♥<❢♦.♠< ✐♥B♦ ❞✐❛♠♦♥❞✳ ■♥ B❤✐< ❝❛<❡✱ ✐B< ✈♦❧✉♠❡ ❞❡❝.❡❛<❡<✱ ❞❡<B❛❜✐❧✐③✐♥❣ B❤❡ ✇❤♦❧❡ ❝❡❧❧
❛<<❡♠❜❧② ❛♥❞ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❜❧♦✇♦✉B<✳ ❖♣B✐♠✐③❡❞ ❝❡❧❧ ❛<<❡♠❜❧✐❡< ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦. ❤✐❣❤❡.
S✲❚ ❝♦♥❞✐B✐♦♥< ❛< ❡①❛♠♣❧❡ ❜② ✉<✐♥❣ ❝♦♣♣❡. <B.✐♣< B♦ ❜.✐♥❣ B❤❡ ❡❧❡❝B.✐❝❛❧ ❝✉..❡♥B ❞✐.❡❝B❧② B♦
B❤❡ .❡<✐<B✐✈❡ ❢✉.♥❛❝❡ ♦. ❜② ✉<✐♥❣ ✉<✐♥❣ ❛❧B❡.♥❛B✐✈❡ ❤❡❛B❡. ♠❛B❡.✐❛❧< ✭▲❛❈.❖
✸
✴❘❡ ❢✉.♥❛❝❡✮
❬✶✹✼❪✳
✷✳✸✳✷ ❇❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ❛- -❤❡ ❊❙❘❋
❉✐✛.❛❝B✐♦♥ ✉♥❞❡. ❡①B.❡♠❡ ❝♦♥❞✐B✐♦♥< .❡_✉✐.❡ ❤✐❣❤❧② ❝♦❧❧✐♠❛B❡❞ ❛♥❞ ✐♥B❡♥<❡ ❳✲.❛② ❜❡❛♠<
B♦ ❛♥❛❧②③❡ <♠❛❧❧ <❛♠♣❧❡< ✭µ♠✸✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✐③❡ B❤❡ ❣.❛❞✐❡♥B< ♦❢ ♣.❡<<✉.❡ ❛♥❞ B❡♠♣❡.❛B✉.❡
✐♥ B❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ❇❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ❛B B❤❡ ❊❙❘❋ ✐< ❛ <B❛B❡✲♦❢✲B❤❡ ❛.B <②♥❝❤.♦B.♦♥
❜❡❛♠❧✐♥❡ ❢✉❧❧② ♦♣B✐♠✐③❡❞ ❢♦. ♠♦♥♦❝❤.♦♠❛B✐❝ ❳✲.❛② ♣♦✇❞❡. ❛♥❞ <✐♥❣❧❡✲❝.②<B❛❧< ❞✐✛.❛❝B✐♦♥
❛B ❤✐❣❤ ♣.❡<<✉.❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ✭♦. ❧♦✇✮ B❡♠♣❡.❛B✉.❡ ❬✶✺✹✱ ✶✺✺❪✳ ❚❤❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ✐< ❝♦♠♣♦<❡❞ ♦❢
B✇♦ ❡①♣❡.✐♠❡♥B❛❧ ❤✉B❝❤❡<✿ ♦♥❡ ❢✉❧❧② ❞❡❞✐❝❛B❡❞ B♦ ❧❛<❡.✲❤❡❛B❡❞ ❞✐❛♠♦♥❞ ❛♥✈✐❧ ❝❡❧❧ ✭❉❆❈✮
❡①♣❡.✐♠❡♥B< ❛♥❞ ❛♥♦B❤❡. ❞❡✈♦B❡❞ B♦ ❜♦B❤✱ S❛.✐<✲❊❞✐♥❜✉.❣❤ ♣.❡<< ❛♥❞ ❛♠❜✐❡♥B ♦. ❧♦✇
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❧✐♠✐*❡❞ ♠✐00✲♦-✐❡♥*❛*✐♦♥ 0♣-❡❛❞ ❛♠♦♥❣ ❣-❛✐♥0 ✭❁ ✵✳✶➦✮✳ ❋✉-*❤❡- ❛♥❛❧②0✐0 ♦❢ *❤❡ ❉❈❚ ❞❛*❛
❛❧❧♦✇0 *❤❡ ❝❤❛-❛❝*❡-✐③❛*✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝-♦0*-✉❝*✉-❡ ❛♥❞ ❣-❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛-② ❢❡❛*✉-❡0 ❬✶✾✼❪✳ ❘❡0♦❧✈✐♥❣
*❤❡ ♠✐❝-♦0*-✉❝*✉-❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣♦0✐*❡✱ ♠✉❧*✐✲♣❤❛0❡ ❛♥❞ ♠✉❧*✐✲0❝❛❧❡ ♠❛*❡-✐❛❧0 -❡♠❛✐♥0
❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡✳ ▼♦0* ♦❢ *❤❡0❡ ❡①♣❡-✐♠❡♥*0 -❡<✉✐-❡ 0♦♠❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ❛ ♣-✐♦-✐ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉* *❤❡
0❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❛-❡ ♥♦* ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ *♦ ♣♦♦-❧②✲❝-②0*❛❧❧✐③❡❞ ❛♥❞ ❛♠♦-♣❤♦✉0 ♠❛*❡-✐❛❧0✳
❍❡-❡✱ ✇❡ ♣-❡0❡♥* ❛ ❞✐✛❡-❡♥* ❛♣♣-♦❛❝❤ ✇❤❡-❡ *❤❡ 0❝❛**❡-✐♥❣ ❝♦♥*-❛0* ✐0 ✉0❡❞ *♦ ❞✐0✲
❝-✐♠✐♥❛*❡ ❜❡*✇❡❡♥ ♠✉❧*✐✲♣❤❛0❡ ❝-②0*❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦-♣❤♦✉0 ♠❛*❡-✐❛❧0✱ ❡0♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ *❤❡
0✐♠✐❧❛-✐*✐❡0 ✐♥ ❞❡♥0✐*✐❡0 ❧✐♠✐* *❤❡ ✉0❡ ♦❢ ♦*❤❡- ♠❡*❤♦❞0✳ ❚❤❡ ♠❡*❤♦❞ ✐0 ♥❛♠❡❞ ❉✐✛-❛❝✲
*✐♦♥✴❙❝❛**❡-✐♥❣ ❈♦♠♣✉*❡❞ ❚♦♠♦❣-❛♣❤② ✭❉❙❈❚✮ *♦ ❝❧❡❛-❧② ✐♥❞✐❝❛*❡ ✐*0 ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐*② ❢♦-
♣♦♦-❧②✲♦-❞❡-❡❞ ♠❛*❡-✐❛❧0 ❛♥❞ ✐*0 ❧✐♠✐*❛*✐♦♥ ♦♥ ❤✐❣❤❧② ❝-②0*❛❧❧✐③❡❞ ♠❛*❡-✐❛❧0✳ ❚❤❡ ❉❙❈❚
❞❡♥♦♠✐♥❛*✐♦♥✱ -❛*❤❡- *❤❛♥ *❤❡ ♣-❡✈✐♦✉0❧② ✉0❡❞ ♦♥❡ ❉✐✛-❛❝*✐♦♥ ❈♦♠♣✉*❡❞ ❚♦♠♦❣-❛♣❤②
❬✶✽✸❪✱ ❙❝❛**❡-✐♥❣ ❚♦♠♦❣-❛♣❤② ❬✶✾✽❪ ♦- ❉✐✛-❛❝*✐♦♥ ❚♦♠♦❣-❛♣❤② ❬✶✾✾❪✱ ❛✈♦✐❞0 ❝♦♥❢✉0✐♦♥ ✇✐*❤
*❤❡ ❉✐✛-❛❝*✐♦♥ ❈♦♥*-❛0* ❚♦♠♦❣-❛♣❤② ✭❉❈❚✮ ❬✶✾✺✱ ✶✾✻❪✳ ❉❙❈❚ ✐0 0❡♥0✐*✐✈❡ *♦ *❤❡ ❧♦❝❛❧
❝-②0*❛❧❧✐♥❡ 0*❛*❡ ❣✐✈❡♥ ❜② *❤❡ ✷θ ✭❞✲0♣❛❝✐♥❣✮ ❝♦♥*-❛0*✳ ✸❉ ♠❛♣0 ♦❢ *❤❡ 0♣❛*✐❛❧ ❞✐0*-✐❜✉*✐♦♥
♦❢ 0❡❧❡❝*❡❞ ❝-②0*❛❧❧✐♥❡ ♦- ❛♠♦-♣❤♦✉0 ♣❤❛0❡0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜*❛✐♥❡❞✱ ✇✐*❤ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ❝♦♥*-❛0* 0❡♥0✐✲
*✐✈✐*② ❢♦- ✈❡-② ❞✐❧✉*❡ ♣❤❛0❡0 -❡❧❛*✐✈❡ *♦ *❤❡ ♠❛*-✐①✳ ❚❤❡ -❡0♦❧✈✐♥❣ ♣♦✇❡- ♦❢ *❤❡ ♠❡*❤♦❞ ❝❛♥
❜❡ *❛✐❧♦-❡❞ *♦ *❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛*✐♦♥ ❜② ❝♦♥*-♦❧❧✐♥❣ *❤❡ 0✐③❡ ❛♥❞ 0*❡♣ ♦❢ *❤❡ 0❝❛♥♥✐♥❣ ♣-♦❜❡✱ ❛♥❞
*❤❡-❡❢♦-❡ *❤❡ -❡0✉❧*✐♥❣ 0✐③❡ ♦❢ *❤❡ -❡♥❞❡-❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ❡❧❡♠❡♥*0 ✭✈♦①❡❧0✮✳ ❙✉❜✲♠✐❝-♦♥ ❞❡*❡❝*✐♦♥
❧✐♠✐*0 ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ 0♠❛❧❧ 0♣❡❝✐♠❡♥0✳ ■♥ ❛❞❞✐*✐♦♥✱ *❤✐0 ♠❡*❤♦❞ ✐0 0❡♥0✐*✐✈❡ *♦ ❧♦❝❛❧
✈❛-✐❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝-②0*❛❧❧✐♥❡ 0*❛*❡✱ *❡①*✉-❡✱ ❣-❛✐♥ 0✐③❡ ♦- 0*-❛✐♥0 ✐♥0✐❞❡ *❤❡ 0❛♠♣❧❡ ❛♥❞ ❝❛♥
❛❧❧♦✇ 0✐♠✉❧*❛♥❡♦✉0 ✸❉ ♠❛♣♣✐♥❣0 ♦❢ 0✉❝❤ ♣-♦♣❡-*✐❡0✳ ❚❤❡ ❉❙❈❚ ♣❤❛0❡✲0❡❧❡❝*✐✈✐*② ❝❛♥ ❜❡
❡❛0✐❧② ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐*❤ ✢✉♦-❡0❝❡♥❝❡✲ ❛♥❞ ❛❜0♦-♣*✐♦♥✲❜❛0❡❞ ♠❡*❤♦❞0 ❢♦- ❛❞❞❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞
❞❡♥0✐*② -❡0♦❧✉*✐♦♥ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧*✐✲♠♦❞❛❧ ❛♥❛❧②0❡0✳ ❙❛♠♣❧❡0 ❝❛♥ ❜❡ ✉0❡❞ ✐♥ *❤❡✐- ♦-✐❣✐♥❛❧
0*❛*❡✱ ✇✐*❤♦✉* ❛♥② ♥❡❡❞ ❢♦- ❝✉**✐♥❣ ♦- ♣♦❧✐0❤✐♥❣ *❤❡♠✳ ❚❤❡ 0❡*✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣*❡❞ ✇✐*❤
0♣❡❝✐✜❝ 0❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐-♦♥♠❡♥*0 ✐♥ ♦-❞❡- *♦ ♠♦♥✐*♦- ♣❤❛0❡ ❛♥❞ ♠✐❝-♦0*-✉❝*✉-❡ ❡✈♦❧✉*✐♦♥ ❛0 ❛
❢✉♥❝*✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①*❡-♥❛❧❧② ❝♦♥*-♦❧❧❡❞ ♣❛-❛♠❡*❡- ✇✐*❤ ❛ ♥♦♥✲✐♥✈❛0✐✈❡ ❛♣♣-♦❛❝❤✳ ❚❤❡ ❉❙❈❚
♠❡*❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❡①*❡♥❞❡❞ *♦ ❧❛-❣❡- 0❛♠♣❧❡0 ✭*❡♥0 ♦❢ ❝♠✮ ✉0✐♥❣ ♥❡✉*-♦♥0❀ ✐♥ *❤✐0 ❝❛0❡✱ *❤❡
❡①♣❡-✐♠❡♥* ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❧♦♥❣❡- ❛♥❞ 0♣❛*✐❛❧ -❡0♦❧✉*✐♦♥ ❝♦❛-0❡- ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❧♦✇❡- ♥❡✉*-♦♥ ✢✉①
❛♥❞ *❤❡ ❞✐✣❝✉❧*② ✐♥ ♣-♦❞✉❝✐♥❣ 0✉❜✲♠✐❧❧✐♠❡*-✐❝ ❜❡❛♠0✳
❚❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐*✐❡0 ♦❢ ❉❙❈❚ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡♠♦♥0*-❛*❡❞ ✉0✐♥❣ ①✲-❛②0 ♦♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛*❡-✐❛❧0
❛0 ❞✐✈❡-0❡ ❛0 ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ *✐00✉❡ ❬✶✽✸✱ ✶✾✽❪✱ ♣✐❣♠❡♥*0 ❬✶✾✾✱ ✷✵✵❪✱ \♦-*❧❛♥❞ ❝❡♠❡♥*0 ❬✷✵✶✱ ✷✵✷❪✱
❝❛-❜♦♥✲❜❛0❡❞ ♠❛*❡-✐❛❧0 ❬✾✺✱ ✷✵✸❪✱ ✉-❛♥✐✉♠✲❜❛0❡❞ ♥✉❝❧❡❛- ❢✉❡❧ ❬✷✵✹❪ ♦- ◆✐✴❆❧
✷
❖
✸
❝❛*❛❧②0*0
✻✷
✷✳✹ ❳✲%❛② ❞✐✛%❛❝,✐♦♥✴0❝❛,,❡%✐♥❣ ❝♦♠♣✉,❡❞ ,♦♠♦❣%❛♣❤② ❊①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ ♠❡,❤♦❞0
❬✷✵✺✱ ✷✵✻❪✳ ❘❡❝❡♥,❧②✱ ,❤❡ ,❡❝❤♥✐1✉❡ ❤❛4 ❡✈♦❧✈❡❞ ,♦✇❛9❞4 1✉❛♥,✐,❛,✐✈❡ ❝❤❛9❛❝,❡9✐③❛,✐♦♥ ♦❢
,❤❡ ♠✐❝9♦4,9✉❝,✉9❡ ❛♥❞ 4,9❡44✴4,9❛✐♥ ,❤9♦✉❣❤ ❡✐,❤❡9 ❘✐❡,✈❡❧❞ ♦9 ?❡❛❦ ?9♦✜❧❡ ❛♥❛❧②4❡4 ❬✷✵✼✱
✷✵✽✱ ✷✵✹✱ ✷✵✸❪✳ ■♥ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 4❡❝,✐♦♥4 ✇❡ ❜9✐❡✢② 9❡✈✐❡✇ ,❤❡ ♣9✐♥❝✐♣❧❡ ❛♥❞ ♠❡,❤♦❞♦❧♦❣②
♦❢ ♣❡♥❝✐❧✲❜❡❛♠ ❜❛4❡❞ ①✲9❛② ❉❙❈❚ ✇❤✐❝❤ ❤❛4 ,✇♦ ♠❛❥♦9 4,9❡♥❣❤,4✿ ✭✐✮ 4❡❧❡❝,✐✈❡ 4,9✉❝,✉9❛❧
✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ✭✐✐✮ ❡①,9❛❝,✐♦♥ ♦❢ 4❡❧❡❝,✐✈❡ 4❝❛,,❡9❡✐♥❣ ♣❛,,❡9♥4 ♦❢ ✉❧,9❛ ♠✐♥♦9 ♣❤❛4❡4✳ ❲❡
❡①♣❧❛✐♥ ✐♥ ♠♦9❡ ❞❡,❛✐❧4 ,❤❡ ❛9,❡❢❛❝,4 ❛♥❞ ❧✐♠✐,❛,✐♦♥4✱ ❛♥❞ ✇❡ 4,9❡44 ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛,✐♦♥4 ❛♥❞
❢✉,✉9❡ ♣❡94♣❡❝,✐✈❡4 ♦❢ ,❤✐4 ♠❡,❤♦❞✳
✷✳✹✳✷ ▼❛%❤❡♠❛%✐❝ +,✐♥❝✐♣❧❡
✷✳✹✳✷✳✶ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ ,-❛♥.❢♦-♠
❚❤❡ ❘❛❞♦♥ ,9❛♥4❢♦9♠ ❛♥❞ ✐,4 ✐♥✈❡94❡ ♣9♦✈✐❞❡ ,❤❡ ♠❛,❤❡♠❛,✐❝❛❧ ❜❛4✐4 ❢♦9 9❡❝♦♥4,9✉❝,✐♥❣
,♦♠♦❣9❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ ❢9♦♠ ♠❡❛4✉9❡❞ ♣9♦❥❡❝,✐♦♥4 ❬✶✺✼❪✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ ,9❛♥4❢♦9♠ ♦❢ ❛♥ ✐♠❛❣❡
❞✐4,9✐❜✉,✐♦♥ f(x, y) ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣9❡44❡❞ ❛4✿
✭✶✮
Rf(ρ, θ) =
´ +∞
−∞
´ +∞
−∞ f(x, y)δ(xcosθ + ysinθ − ρ)dxdy
✇✐,❤ δ ✐4 ,❤❡ ❉✐9❛❝ ❞❡❧,❛ ❢✉♥❝,✐♦♥ ❛♥❞ (ρ, θ) ,❤❡ ♣♦❧❛9 ❝♦♦9❞✐♥❛,❡4 ✭❋✐❣✉9❡ ✷✳✶✷❛✮✳ ❋♦9
❛ ♣❛9❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠✱ ,❤✐4 ❡1✉❛,✐♦♥ 9❡♣9❡4❡♥,4 ,❤❡ ❢♦9✇❛9❞ ❳✲9❛② ♣9♦❥❡❝,✐♦♥ ♦❢ ♦❜❥❡❝, f(x, y)
❛❧♦♥❣ ❞✐9❡❝,✐♦♥ θ❛♥❞ ❛, ,❤❡ ♣♦4✐,✐♦♥ ρ 9❡❧❛,✐✈❡ ,♦ ,❤❡ ♣9♦❥❡❝,✐♦♥ ,❤9♦✉❣❤ ,❤❡ ♦9✐❣✐♥✱ ,❤❛,
❝❛♥ ❜❡ ✐♠❛❣✐♥❡❞ ❛4 ❛ ✷❉ 9❛❞✐♦❣9❛♣❤✳
❚❤❡ ,♦♠♦❣9❛♣❤✐❝ 9❡❝♦♥4,9✉❝,✐♦♥ ❝♦♥4✐4, ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ f(x, y) ❢9♦♠ ,❤❡ ❣✐✈❡♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
♦❢ Rf(ρ, θ) ✭❋✐❣✉9❡ ✷✳✶✸✮✳ ❚❤❡ ❘❛❞♦♥ ,9❛♥4❢♦9♠ ❞❛,❛ ✭❢✉♥❝,✐♦♥ Rf(ρ, θ) ♦9 ♦✉,♣✉, ♦❢ ,❤❡
,♦♠♦❣9❛♣❤✐❝ 4❝❛♥✮ ✐4 ♦❢,❡♥ ❝❛❧❧❡❞ ❛  ✐♥♦❣%❛♠ ❜❡❝❛✉4❡ ,❤❡ ❘❛❞♦♥ ,9❛♥4❢♦9♠ ♦❢ ❛ ❉✐9❛❝ ❞❡❧,❛
❢✉♥❝,✐♦♥ ✐4 ❛ 4✐♥✉4♦✐❞❛❧ ❞✐4,9✐❜✉,✐♦♥✳
❆♥ ✐♠♣♦9,❛♥, ♠❛,❡♠❛,✐❝❛❧ ♣9♦♣❡9,② ♦❢ ,❤❡ 4✐♥♦❣9❛♠ ✐4✿
✭✷✮
Rf(ρ, θ) = Rf(−ρ, θ + pi)
✻✸
✷✳✹ ❳✲%❛② ❞✐✛%❛❝,✐♦♥✴0❝❛,,❡%✐♥❣ ❝♦♠♣✉,❡❞ ,♦♠♦❣%❛♣❤② ❊①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ ♠❡,❤♦❞0
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷✿ ✭❛✮ ❲✐%❤ ❛ ♣❛(❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠✱ %❤❡ ✶❉ ❋♦✉(✐❡( %(❛♥4❢♦(♠ ♦❢ ❛ ✶❉ (❛❞✐♦❣(❛♣❤ ♦❢ ❛
✷❉ ♦❜❥❡❝% ❛% ❛♥❣❧❡ θ ✐4 ❡;✉❛❧ %♦ %❤❡ ✶❉ 4❧✐❝❡ ❛% ❛♥❣❧❡ θ ✐♥ %❤❡ ✷❉ ❋♦✉(✐❡( ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ %❤❡ ✷❉
♦❜❥❡❝%❀ ✭❜✮ 4❛♠♣❧✐♥❣ ✐♥ %❤❡ ❋♦✉(✐❡( ❞♦♠❛✐♥✱ %❤❡ ❜❧✉❡ ❛♥❞ (❡❞ ❧✐♥❡4 4❤♦✇♥ ♦♥ %❤❡ ✜❣✉(❡ ❛(❡
%❤❡ ❛♥❣✉❧❛( ❛♥❞ (❛❞✐❛❧ 4❛♠♣❧✐♥❣ 4%❡♣4✳ ❚❤❡ %♦♠♦❣(❛♣❤✐❝ ✐♠❛❣❡ (❡❝♦♥4%(✉❝%✐♦♥ ♣(♦❝❡44 ✐4
❜❛4❡❞ ♦♥ %❤❡ 4❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ %❤❡ ✷❉✲❋♦✉(✐❡( 4♣❛❝❡ ✇✐%❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❣✉❧❛( (❛♥❣❡ ♦❢ ✵ ➦✲✶✽✵➦✳
❆ 4♠❛❧❧❡( ❛♥❣✉❧❛( (❛♥❣❡ ✇✐❧❧ ✐♥❞✉❝❡ (❡❝♦♥4%(✉❝%✐♦♥ ❡((♦(4 ♦( ✇✐❧❧ (❡;✉✐(❡ ✐♥%❡(♣♦❧❛%✐♦♥
♠❡%❤♦❞4 ❛% %❤❡ ❡①♣❡♥4❡ ♦❢ %❤❡ 4♣❛%✐❛❧ (❡4♦❧✉%✐♦♥✳ ✭❝✮ ❋❧♦✇ ♦❢ ❞✐(❡❝% ❋♦✉(✐❡( (❡❝♦♥4%(✉❝%✐♦♥✳
✻✹
✷✳✹ ❳✲%❛② ❞✐✛%❛❝,✐♦♥✴0❝❛,,❡%✐♥❣ ❝♦♠♣✉,❡❞ ,♦♠♦❣%❛♣❤② ❊①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ ♠❡,❤♦❞0
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸✿ ✭❛✮ ❙❤❡❡♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥,♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛ ,❡1, ✐♠❛❣❡ ✉1❡❞ ✇✐❞❡❧② ❜② 7❡1❡❛7❝❤❡71
✐♥ ,♦♠♦❣7❛♣❤② ❛♥❞ ✭❜✮ ✐,1 ❘❛❞♦♥ ,7❛♥❢♦7♠✳
✷✳✹✳✷✳✷ ❙✐♠♣❧❡ ❇❛❝❦♣-♦❥❡❝0✐♦♥
❚❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ f(x, y) ❝❛♥ ❜❡ ♦❜4❛✐♥❡❞ ❜② ❜❛❝❦♣$♦❥❡❝4✐♦♥ ♦❢ Rf(ρ, θ) ✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦♣$♦✲
❥❡❝4✐♦♥ ♦♣❡$❛4✐♦♥ ✐< ❞❡✜♥❡❞ ❛<✿
✭✸✮
fBP (x, y) =
´ pi
0
Rf(xcosθ + ysinθ, θ)dθ
❚❤✐< ♦♣❡$❛4✐♦♥ ♣$♦♣❛❣❛4❡< 4❤❡ ♠❡❛<✉$❡❞ <✐♥♦❣$❛♠ ❜❛❝❦ ✐♥4♦ 4❤❡ ✐♠❛❣❡ <♣❛❝❡ ❛❧♦♥❣
4❤❡ ♣$♦❥❡❝4✐♦♥ ♣❛4❤< ✭❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹✮✳ ❚❤❡ ❜❛❝❦♣$♦❥❡❝4✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹❜✮ ✐< ❛ ❜❧✉$$❡❞
✈❡$<✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ♦$✐❣✐♥❛❧ ✐♠❛❣❡ ✭❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✸❛✮✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦$ ❛ ♣♦✐♥4 <♦✉$❝❡ ❛4 4❤❡ ♦$✐❣✐♥
δ(x, y),4❤❡ ✐♥4❡♥<✐4② ♦❢ 4❤❡ ❜❛❝❦♣$♦❥❡❝4✐♦♥ ✐♠❛❣❡ ❞❡❝$❡❛<❡< ❛< 4❤❡ $❡❝✐♣$♦❝❛❧ ♦❢ ✐4< $❛❞✐✉<
(1/r)✳
❋✐❧4❡$❡❞ ❜❛❝❦♣$♦❥❡❝4✐♦♥ ✭❋❇E✮ ✐< ❛ 4❡❝❤♥✐F✉❡ 4♦ ❝♦$$❡❝4 4❤❡ ❜❧✉$$✐♥❣ ❡♥❝♦✉♥4❡$❡❞ ✐♥
<✐♠♣❧❡ ❜❛❝❦♣$♦❥❡❝4✐♦♥✳ ❊❛❝❤ ♣$♦❥❡❝4✐♦♥ ✐< ✜❧4❡$❡❞ ❜❡❢♦$❡ 4❤❡ ❜❛❝❦♣$♦❥❡❝4✐♦♥ 4♦ ❝♦✉♥4❡$❛❝4
4❤❡ ❜❧✉$$✐♥❣ ✭❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹❝✮✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✹✿ ✭❛✮ ●❡♦♠❡,7✐❝❛❧ ✐♥,❡7♣7❡,❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❜❛❝❦♣7♦❥❡❝,✐♦♥ ✭❜✮ ,❤❡ ❜❛❝❦♣7♦❥❡❝,✐♦♥
✐♠❛❣❡ ♦❢ ,❤❡ ❙❤❡❡♣✲▲♦❣❛♥ ♣❤❛♥,♦♠ ✇✐,❤♦✉, ✜❧,❡7✐♥❣ ✭❝✮ ❋❧♦✇ ♦❢ ,❤❡ ❋❇A ❛❧❣♦7✐,❤♠✳
✻✺
✷✳✹ ❳✲%❛② ❞✐✛%❛❝,✐♦♥✴0❝❛,,❡%✐♥❣ ❝♦♠♣✉,❡❞ ,♦♠♦❣%❛♣❤② ❊①♣❡%✐♠❡♥,❛❧ ♠❡,❤♦❞0
✷✳✹✳✷✳✸ ❋♦✉'✐❡' ❙❧✐❝❡ ❚❤❡♦'❡♠
❚❤❡ #♦❧✉'✐♦♥ '♦ '❤❡ ✐♥✈❡+#❡ ❘❛❞♦♥ '+❛♥#❢♦+♠ ✐# ❜❛#❡❞ ♦♥ '❤❡ ❋♦✉+✐❡+ #❧✐❝❡ '❤❡♦+❡♠✱ ❛❧#♦
❦♥♦✇♥ ❛# ❝❡♥'+❛❧✲ ♦+ ♣+♦❥❡❝'✐♦♥✲ #❧✐❝❡ '❤❡♦+❡♠✳ ❚❤✐# '❤❡♦+❡♠ +❡❧❛'❡# F (u, v) '❤❡ ✷❉ ❋♦✉+✐❡+
'+❛♥#❢♦+♠ ♦❢ f(x, y)✱ ❛♥❞ FRf(ω, θ)✱ '❤❡ ✶❉ ❋♦✉+✐❡+ '+❛♥#❢♦+♠ ♦❢ Rf(ρ, θ)✳
✭✹✮
FRf(ω, θ) = F (u, v)
■' #'❛'❡# '❤❛' '❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ '❤❡ ✷❉ ❋♦✉+✐❡+ '+❛♥#❢♦+♠ ♦❢ f(x, y) ❛❧♦♥❣ ❛ ❧✐♥❡ ❛' ❛♥❣❧❡ θ
✐# ❣✐✈❡♥ ❜② '❤❡ ✶❉ ❋♦✉+✐❡+ '+❛♥#❢♦+♠ ♦❢ Rf(ρ, θ)✱ '❤❡ ♣+♦❥❡❝'✐♦♥ ♣+♦✜❧❡ ♦❢ '❤❡ #✐♥♦❣+❛♠
❛❝E✉✐+❡❞ ❛' ❛♥❣❧❡ θ✳ ❚❤❡ ω ✈❛+✐❛❜❧❡ ❜❡✐♥❣ '❤❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥' ♦❢ ✈❛+✐❛❜❧❡ ρ ✐♥ ❘❛❞♦♥ #♣❛❝❡ ❜✉'
❛❢'❡+ ❛ ❋♦✉+✐❡+ '+❛♥#❢♦+♠ ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✷❜✮✳
❇② ❛❝E✉✐+✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ +❛❞✐♦❣+❛♣❤# ❛' ❞✐✛❡+❡♥' ❛♥❣✉❧❛+ ♣♦#✐'✐♦♥#✱ FRf(ω, θ) ❝❛♥ ✜❧❧ '❤❡
❋♦✉+✐❡+ #♣❛❝❡ '♦ ❣❡♥❡+❛'❡ F (u, v) ❛# +❡♣+❡#❡♥'❡❞ ♦♥ ❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✷❝✳ ■♥ '❤❡ ❋♦✉+✐❡+ #♣❛❝❡
❡E✉❛'✐♦♥ ✭✷✮ ❜❡❝♦♠❡#✿
✭✺✮
FRf(ω, θ + pi) = FRf(−ω, θ)
❖♥❝❡ F (u, v) ✐# ♦❜'❛✐♥❡ ❞ ❢+♦♠ Rf(ρ, θ) ✉#✐♥❣ '❤❡ ❋♦✉+✐❡+ #❧✐❝❡ '❤❡♦+❡♠✱ f(x, y) ❝❛♥
❜❡ ♦❜'❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ✐♥✈❡+#❡ ❋♦✉+✐❡+ ❚+❛♥#❢♦+♠ '♦ F (u, v)✱ ♣+♦✈✐❞❡❞ '❤❛' '❤❡ ✈❛❧✉❡#
❛+❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥ ❛ +❡❝'❛♥❣✉❧❛+ ❣+✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐# ❞♦♥❡ ❜② '❤❡ ♠❡❛♥# ♦❢ ✐♥'❡+♣♦❧❛'✐♦♥ ♦❢ '❤❡
♦+✐❣✐♥❛❧ ♣♦❧❛+ ❣+✐❞ ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✷❞✮✳ ❇② ❞❡+✐✈✐♥❣ '❤❡ ❛♥❣✉❧❛+ ❛♥❞ +❛❞✐❛❧ #❛♠♣❧✐♥❣ #'❡♣#
❛♥❞ ♠❛❦✐♥❣ '❤❡♠ ❡E✉❛❧✱ ✐✳❡✳ ❛##✉♠✐♥❣ ❛ +❡❣✉❧❛+ #❛♠♣❧✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❋♦✉+✐❡+ #♣❛❝❡✱ ♦♥❡ ❣❡'#
'❤❛' '❤❡ '❤❡♦+❡'✐❝❛❧ ♥✉♠❜❡+ ♦❢ ♣+♦❥❡❝'✐♦♥# ✐# ❡E✉❛❧ '♦✿ ◆♣+♦❥ ❂ ✭pi✴✷✮ ✷❉✲✐♠❛❣❡✲#✐③❡
✭◆②E✉✐#' #❛♠♣❧✐♥❣ '❤❡♦+❡♠✮✳ ❋♦+ ❛ ✷✵✹✽ ✷✵✹✽ ✷❉✲✐♠❛❣❡✲#✐③❡✱ ✐' ♠❡❛♥# '❤❛' ❛❜♦✉' ✸✵✵✵
♣+♦❥❡❝'✐♦♥# ♠✉#' ❜❡ ♠❡❛#✉+❡❞✳ ❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ✐❢ ♦♥❡✲❤✉♥❞+❡❞ ♣♦✐♥'# ❛+❡ ❛❝E✉✐+❡❞ ❛❧♦♥❣ ②✱
♦♥❡ #❤♦✉❧❞ +❡❝♦+❞ ❛❜♦✉' ✶✺✵ ❡E✉❛❧❧② #♣❛❝❡❞ ❛♥❣✉❧❛+ +♦'❛'✐♦♥# ♦✈❡+ pi ✭❋✐❣✉+❡ ✷✳✶✷❝✮✳ ❚♦
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♥♦2♠❛❧✐③❛'✐♦♥✳ ❉✐✛❡2❡♥' 2❡❣✐♦♥( ♦❢ ✐♥'❡2❡(' ✭❘❖■✮✱ ❝♦22❡(♣♦♥❞✐♥❣ '♦ ♣❤❛(❡( ❞✐✛❡2❡♥'✐❛'❡❞
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♠♦♥❞✱ ✭❝✮ ❛♠♦2♣❤♦✉( ❝❛2❜♦♥ ❛♥❞ ✭❞✮ ❣2❛♣❤✐'❡✲❧✐❦❡ ❝❛2❜♦♥❀ '❤❡ 2❡❝♦♥('2✉❝'✐♦♥ ♣2♦✈✐❞❡( '❤❡
✐♥'❡♥(✐'② ❞✐('2✐❜✉'✐♦♥ ❛( ❛ ✷❉ ✐♠❛❣❡ ✭①✱②✮ ❢♦2 ❡❛❝❤ ❘❖■✳ ❉❡'❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②(✐( ❢♦2 '❤✐( (❛♠♣❧❡
❝❛♥ ❛❧(♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ▼✳ ➪❧✈❛2❡③✲▼✉2❣❛✱ ❡' ❛❧✳✱ ✷✵✶✷ ❬✾✺❪✳
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△2θ = (r/R)cosθ
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❇❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ❛$ $❤❡ ❊❙❘❋ ♣&♦✈✐❞❡) ❤✐❣❤❧② ❢♦❝✉)❡❞✱ ✐♥$❡♥)❡ ❳✲&❛② ❜❡❛♠) ✐♥ ❛ ❜&♦❛❞
❡♥❡&❣② &❛♥❣❡ &❡9✉✐&❡❞ $♦ ❛♥❛❧②③❡ )♠❛❧❧ )❛♠♣❧❡) ✭➭♠
✸
✮ ❛♥❞ $♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ $❤❡ ❣&❛❞✐❡♥$) ♦❢
♣&❡))✉&❡ ❛♥❞ $❡♠♣❡&❛$✉&❡ ✐♥ $❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✸✳✷✮✳
✽✽
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❊①♣❡/✐♠❡♥1❛❧ ♠❡1❤♦❞)
❘❡"♦❧✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♠♣♦"✐-❡✱ ♠✉❧-✐✲♣❤❛"❡ ❛♥❞ ♠✉❧-✐✲"❝❛❧❡ ♠❛-❡4✐❛❧" ✐" "-✐❧❧ ❛ ♠❛❥♦4
❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ✐♥ ♠❛-❡4✐❛❧" "❝✐❡♥❝❡ ✭✐✳❡✳ ❈
✻✵
♣♦❧②♠❡4✐③❛-✐♦♥✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥ ♦❢ ✷❉✲❳❘❉
♠❛♣♣✐♥❣" ✐" -❤❛- -❤❡ ✸❉ ✐♥❢♦4♠❛-✐♦♥ ✐" ♣4♦❥❡❝-❡❞ ♦♥ -❤❡ ❞❡-❡❝-♦4 ❛♥❞ ✐" ❧♦"- ❞✉4✐♥❣ -❤❡ ❛❝✲
B✉✐"✐-✐♦♥ ♣4♦❝❡""✳ ❆" ❢❛4 ❛" ❊❉ ❛♥❞ ❊❇❙❉ ❛4❡ ❝♦♥❝❡4♥❡❞✱ -❤❡② ❛4❡ ♦❢-❡♥ ❢❛4 -♦♦ ❧♦❝❛❧ "✐♥❝❡
-❤❡② ♣4♦❜❡ ✈❡4② "♠❛❧❧ ✐♥-❡4❛❝-✐♦♥ ✈♦❧✉♠❡"✳ ▼♦4❡ ❣❡♥❡4❛❧❧②✱ ❛❧❧ -❤❡"❡ -❡❝❤♥✐B✉❡" 4❡B✉✐4❡
❝❛4❡❢✉❧ "❛♠♣❧❡ ♣4❡♣❛4❛-✐♦♥ -❤4♦✉❣❤ "❡❝-✐♦♥✐♥❣ ❛♥❞ ♣♦❧✐"❤✐♥❣ -❤❛- ❝❛♥ ❞❛♠❛❣❡ -❤❡ "❛♠♣❧❡
❛♥❞ ✐-" ♠✐❝4♦"-4✉❝-✉4❡✳ ❚♦ ♦✈❡4❝♦♠❡ -❤❡"❡ ❧✐♠✐-❛-✐♦♥"✱ ♥♦♥✲❞❡"-4✉❝-✐✈❡ ✸❉ ♠❡-❤♦❞" ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❞✉4✐♥❣ -❤❡ ❧❛"- ❞❡❝❛❞❡" ✐♥ ♦4❞❡4 -♦ "-✉❞② -❤❡ ✐♥-❡4♥❛❧ "-4✉❝-✉4❡ ♦❢ ❜✉❧❦
♠❛-❡4✐❛❧" ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✶✮✳ ■♥ ♠❛-❡4✐❛❧" "❝✐❡♥❝❡✱ -❤❡ B✉❛♥-✐-② ♦❢ ✐♥-❡4❡"- ✐" ♥♦- ❛❧✇❛②" -❤❡
❧✐♥❡❛4 ❛--❡♥✉❛-✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ✲✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡" 4✐"❡ -♦ -❤❡ ♠♦4♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣❡✲ ❜✉- ❝❛♥ ❜❡ ❛♥②
♣❤②"✐❝❛❧ B✉❛♥-✐-② -❤❛- ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥-❡❣4❛-❡❞ ❛❧♦♥❣ -❤❡ ❳✲4❛② ♣❛-❤✳ ❉✐✛❡4❡♥- ♣❤②"✐❝❛❧ B✉❛♥✲
-✐-✐❡" "✉❝❤ ❛" ❞❡♥"✐-② ✭❛❜"♦4♣-✐♦♥✮✱ ❞❡♥"✐-② ✭❈♦♠♣-♦♥ ❡✛❡❝-✮✱ 4❡❛❧ ♣❛4- ♦❢ -❤❡ 4❡❢4❛❝-✐✈❡
✐♥❞❡① ✭♣❤❛"❡✮✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦"✐-✐♦♥ ✭✢✉♦4❡"❝❡♥❝❡✱ ❳❆◆❊❙✮✱ "❝❛❧❡ "-4✉❝-✉4❡ ♦❢ ♣❛4-✐❝❧❡"
✭"♠❛❧❧ ❛♥❣❧❡ "❝❛--❡4✐♥❣✮ ❛♥❞ ❛❧"♦ ❝4②"-❛❧❧✐♥❡✴❛♠♦4♣❤♦✉" "-4✉❝-✉4❡ ✭❞✐✛4❛❝-✐♦♥✴"❝❛--❡4✐♥❣✮✱
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝❡""❡❞✱ ✐" "♦♠❡ ❝❛"❡" ✇✐-❤ ❡①-4❡♠❡❧② ❤✐❣❤ "❡♥"✐-✐✈✐-② ❛♥❞ ❤✐❣❤ "♣❛-✐❛❧✲4❡"♦❧✉-✐♦♥"
✭❢4♦♠ ✶✵✵µ♠ -♦ ✶✵✵♥♠✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✶✳✶✮✳ ❚♦♠♦❣4❛♣❤✐❝ 4❡❝♦♥"-4✉❝-✐♦♥ ✐" "✐♠✐❧❛4 -♦ -❤❛-
❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♠❡❞✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ 4❡"❡❛4❝❤✿ ♦♥❝❡ -❤❡ "❡- ♦❢ ❳✲4❛② 4❛❞✐♦❣4❛♣❤" ✭♦4 ♣4♦❥❡❝-✐♦♥"✮
✐" 4❡❝♦4❞❡❞ ♦✈❡4 ❛ "✉✣❝✐❡♥- ❛♥❣✉❧❛4 4❛♥❣❡✱ ❛ ♠❛-❤❡♠❛-✐❝❛❧ ✐♥✈❡4"✐♦♥ ❢♦4♠✉❧❛ ✐" ✉"❡❞ -♦
4❡❝♦♥"-4✉❝- -❤❡ ✷❉ ♦4 ✸❉ ❞✐"-4✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❧✐♥❡❛4 ❛--❡♥✉❛-✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥- ♣4♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ✸❉
✐♠❛❣❡ ♦❢ -❤❡ ♠♦4♣❤♦❧♦❣② ♦❢ -❤❡ ♦❜❥❡❝- ♦4 ♣❛-✐❡♥- ✉♥❞❡4 ✐♥✈❡"-✐❣❛-✐♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✷✮✳ ❇②
"✉✐-❛❜❧② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❞✐✛-❛❝#✐♦♥✴ ❝❛##❡-✐♥❣ ❛♥❞ #♦♠♦❣-❛♣❤②✱ ✐- ✐" ♣♦""✐❜❧❡ -♦ ❛❝❝❡"" -♦
"❡❧❡❝-✐✈❡ ✷❉✴✸❉ "-4✉❝-✉4❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝4♦✲"-4✉❝-✉4❛❧ ✐♥❢♦4♠❛-✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥♥♦- ❜❡ ♦❜-❛✐♥❡❞
❢4♦♠ "❡♣❛4❛-❡✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥- ❞✐✛4❛❝-✐♦♥ ❛♥❞ -♦♠♦❣4❛♣❤② ❡①♣❡4✐♠❡♥-"✳ ❚❤❡ ❉❙❈❚ ♠❡-❤♦❞
♣4♦✈✐❞❡" ✸❉ ♠❛♣" ♦❢ "♣❛-✐❛❧ ❞✐"-4✐❜✉-✐♦♥ ♦❢ "❡❧❡❝-❡❞ ❝4②"-❛❧❧✐♥❡ ♦4 ❛♠♦4♣❤♦✉" ♣❤❛"❡" ✇✐-❤
"✉❜✲♠✐❝4♦♥ "♣❛-✐❛❧ 4❡"♦❧✉-✐♦♥✳ ❉❙❈❚ ✐" ❜❛"❡❞ ✐♥ "❝❛♥♥✐♥❣ -♦♠♦❣4❛♣❤②✱ ❛" -❤❡ "❛♠♣❧❡
❝4♦""✲"❡❝-✐♦♥ ✐" -②♣✐❝❛❧❧② ❤✉♥❞4❡❞ -✐♠❡" ❧❛4❣❡4 -❤❛♥ -❤❡ ♣4♦❜❡ "✐③❡✱ ✭ ✐✳❡✳ -❤❡ "❛♠♣❧❡ ✐"
"❝❛♥♥❡❞ ❛❧♦♥❣ ② ❜❡❢♦4❡ ❜❡✐♥❣ 4♦-❛-❡❞ ✐♥ ω✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✸✮✳ ❉✉4✐♥❣ ❛❝B✉✐"✐-✐♦♥ ❤✐❣❤
4❡"♦❧✉-✐♦♥ ✷❉ ❞✐✛4❛❝-✐♦♥ ♣❛--❡4♥" ❛4❡ 4❡❝♦4❞❡❞ ❛- "❡✈❡4❛❧ ♣4♦❥❡❝-✐♦♥ ❛♥❣❧❡" ❛♥❞ ❢♦4 4❡✲
❝♦♥"-4✉❝-✐♦♥ -❤❡ ✷❉ ❞❛-❛ "❡- ✐" ❛③✐♠✉-❤❛❧❧② ✐♥-❡❣4❛-❡❞ -♦ ♣4♦❞✉❝❡ ✶❉ ♣❛--❡4♥"✳ ❚❤❡♥ -❤❡
❧✐♥❡❛4 ✐♥-❡❣4❛-❡❞ ✐♥-❡♥"✐-② ✈❡4"✉" ② ❛♥❞ ω "❡4✈❡" ❛" ❛♥ ✐♥♣✉- -♦ ❣❡♥❡4❛-❡ ❛ ❙✐♥♦❣4❛♠ ❙✭②✱ω✮
✐
❝♦44❡"♣♦♥❞✐♥❣ -♦ ❝♦44❡"♣♦♥❞" -♦ -❤❡ ✐♥-❡❣4❛-❡❞ ❞✐✛4❛❝-❡❞ ✐♥-❡♥"✐-② ♦❢ ❛ ♣❛4-✐❝✉❧❛4 ♣❤❛"❡
✐ ❞✐✛❡4❡♥-✐❛-❡❞ -❤4♦✉❣❤ -❤❡✐4 ❞✲"♣❛❝✐♥❣✳ ❚❤❡ 4❡❝♦♥"-4✉❝-✐♦♥ ②✐❡❧❞ ✷❉ ♠❛♣" ♦❢ "❝❛--❡4❡❞
✐♥-❡♥"✐-② ■✭①✱②✮∆2θ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✹✮✳ ■♥ ❝♦♥-4❛"- ✇✐-❤ ❝❧❛""✐❝❛❧ ❛❜"♦4♣-✐♦♥ -♦♠♦❣4❛♣❤②✱ -❤✐"
♠❡-❤♦❞ ✐" "❡♥"✐-✐✈❡ -♦ -❤❡ ❧♦❝❛❧ ❝4②"-❛❧❧✐♥❡ "-❛-❡✱ ❛♥❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❡❧❡♠❡♥-❛❧ ✈♦❧✉♠❡" ✭✈♦①✲
❡❧"✮ ❝❛♥ ❜❡ ✐"♦❧❛-❡❞ ❢4♦♠ -❤❡ "✉44♦✉♥❞✐♥❣ ♠❛-4✐①✱ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ -❤❡ ❞❡-❡❝-✐♦♥ ❧✐♠✐- ♦❢ -❤❡
"❝❛--❡4✐♥❣ ♠❡-❤♦❞ ❞♦✇♥ -♦ ✉❧-4❛ ♠✐♥♦4 ♣❤❛"❡"✳ ❚❤✐" ♠❡-❤♦❞ ✐" "❡♥"✐-✐✈❡ -♦ ❧♦❝❛❧ ✈❛4✐❛✲
-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❝4②"-❛❧❧✐♥❡ "-❛-❡✱ -❡①-✉4❡✱ ❣4❛✐♥ "✐③❡ ♦4 "-4❛✐♥" ✐♥"✐❞❡ -❤❡ ♦❜❥❡❝- ❛♥❞ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇
"✐♠✉❧-❛♥❡♦✉" ✸❉ ♠❛♣♣✐♥❣" ♦❢ "✉❝❤ ♣4♦♣❡4-✐❡"✳ ❍♦✇❡✈❡4✱ ❛4-❡❢❛❝-" 4❡"✉❧-✐♥❣ ❢4♦♠ -❤❡ -♦✲
✽✾
✷✳✺ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❊①♣❡/✐♠❡♥1❛❧ ♠❡1❤♦❞)
♠♦❣#❛♣❤✐❝ ❞❛*❛ *#❡❛*♠❡♥* ❝❛♥ ❧✐♠✐* *❤❡ .✉❛❧✐*② ♦❢ ✐♠❛❣❡2 ❛♥❞ ✐♥*❡#♣#❡*❛*✐♦♥ ♦❢ ❉❙❈❚
#❡2✉❧*2✳ ❈❤❛♣*❡# ✷ ❛❧2♦ ❞❡2❝#✐❜❡2 *❤❡ ♠♦2* ❝♦♠♠♦♥ ❛#*❡❢❛❝*2 ❡♥❝♦✉♥*❡#❡❞ ✐♥ ❉❙❈❚ ❛♥❞
❞✐2❝✉22❡2 *❤❡✐# ♣♦22✐❜❧❡ 2♦✉#❝❡2✱ #❡❝♦❣♥✐*✐♦♥✱ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦##❡❝*✐♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✷✳✹✳✺✮✳ ❆
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$✐♦♥) $❤❛$ ❝❛♥ ❜❡ &❡❝♦&❞❡❞ ♣&❡✈❡♥$✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣❧❡$❡ $♦♠♦❣&❛♣❤② &❡❝♦♥)$&✉❝$✐♦♥ ✭)❡❡ ❈❤❛♣$❡&
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❝❤❛♣✐#+❡✱ ♥♦✉" ❞.❝+✐✈♦♥" ❧❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥# ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ &♦'❛'✐♦♥ ♣♦✉& ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡
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♣+❡""✐♦♥ ❡# ❤❛✉#❡ #❡♠♣.+❛#✉+❡✳
✾✺
✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥ ▼✐❝&♦%♦♠♦❣&❛♣❤② ✉♥❞❡& ❡①%&❡♠❡ 5✲❚ ❝♦♥❞✐%✐♦♥8
✸✳✶ ■♥%&♦❞✉❝%✐♦♥
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♥♦✳✹ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✸✳✼✮ .♦ ❡♥+✉-❡ .❤❛. .♦-@✉❡ ❢-♦♠ .❤❡ ❣❡❛-✐♥❣ ✐+ .-❛♥+❢❡--❡❞ .♦ .❤❡ ❛♥✈✐❧✳
■♥ ♣+❛❝ ✐❝❡✱  ❤❡ ✉(❡ ♦❢ ❛♥ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛❞❛♣ ❡+ ✭❋✐❣✉+❡ ✸✳✾❜✮ ❛❧❧♦✇(  ♦ ❤♦(  ❤❡ ❝❧❛((✐❝
❛♥✈✐❧(✳ ❚❤✐( +❡2✉✐+❡(  ❤❡ ♠❛❝❤✐♥✐♥❣ ♦❢ ✻ ❝♦♥❡( ✭✶✷✵➦✱ ✶✳✼ ♠♠ ❧♦♥❣✮ ❛+♦✉♥❞  ❤❡ ❡① ❡+♥❛❧
♣❡+✐♠❡ ❡+ ♦❢  ❤❡ ❝✐+❝✉❧❛+ (❤❛♣❡❞ ❛♥✈✐❧( ✭❋✐❣✉+❡ ✸✳✾❛✮✳
✶✵✸
✸✳✷ ❚❤❡ ❘♦❚♦(❊❈ +②+-❡♠ ▼✐❝2♦-♦♠♦❣2❛♣❤② ✉♥❞❡2 ❡①-2❡♠❡ (✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+
❋✐❣✉$❡ ✸✳✾✿ ❚❡❝❤♥✐❝❛❧ ❞$❛✇✐♥❣2 2❤♦✇✐♥❣ 4❤❡ ✭❛✮ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝✐$❝✉❧❛$ 2❤❛♣❡❞ ✻✵ ♠♠ ❛♥✈✐❧2 ❛♥❞
✭❜✮ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❛❞❛♣4❡$✱ ❝♦✉$4❡2② ♦❢ ❏✳C❤✐❧✐♣♣❡ ❢$♦♠ ■▼C▼❈✳ ❉✐♠❡♥2✐♦♥2 ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♠♠✳
❚♦❧❡$❛♥❝❡2 ❛$❡ ±✵✳✵✺ ♠♠✳ ❚❤❡ ♠❛4❡$✐❛❧ ❢♦$ 4❤❡ ❛❞❛♣4❡$ ✐2 24❛✐♥❧❡22 24❡❡❧ ❛♥❞ ❢♦$ 4❤❡ ❛♥✈✐❧2
❜♦❞② ✐2 24❡❡❧✲✽✶✾❆❲✳ ❚❤❡ ❞✐♠❡♥2✐♦♥2 ♠❛② ✈❛$② 2❧✐❣❤4❧② ❛♠♦♥❣ 4❤❡ ❞✐✛❡$❡♥4 ♣❛✐$2 ♦❢ ❛♥✈✐❧2
❞✉❡ 4♦ ✈❛$✐❛4✐♦♥2 ♦♥ 4❤❡✐$ ♦$✐❣✐♥❛❧ ❞❡2✐❣♥✳
✸✳✷✳✷✳✸ ❍❡❛&✐♥❣ *②*&❡♠
❚❤❡ ❤❡❛$✐♥❣ (②($❡♠ ❢♦- $❤❡ ❘♦❚♦/❊❈ ♠♦❞✉❧❡ ✐( ❞✐✛❡-❡♥$ ❢-♦♠ $❤❡ ❝❧❛((✐❝❛❧ ♦♥❡✱ ❛( ✐❧✲
❧✉($-❛$❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✵✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝$-✐❝❛❧ ❢❡❡❞✲$❤-♦✉❣❤ ✐( ❛♥ ❡①$❡-♥❛❧ ❝♦♣♣❡- ♣✐❡❝❡ $❤❛$ ✐(
❝♦♠♣-❡((❡❞ ❜② ❛ (♣-✐♥❣ ❛❣❛✐♥($ $❤❡ ❛♥✈✐❧( ❤♦✉(✐♥❣✳ ❚❤❡ (♣❡❝✐✜❝ (❤❛♣❡ ♦❢ $❤✐( ♣✐❡❝❡ ❛❧❧♦✇(
$❤❡ ❤♦✉(✐♥❣ $♦ ❣❧✐❞❡ ✇✐$❤♦✉$ ✐♥$❡-❢❡-❡♥❝❡ ❞✉-✐♥❣ ❛♥✈✐❧( -♦$❛$✐♦♥ ✭❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✵❜✮✳
❋✐❣✉-❡ ✸✳✶✵✿ ✭❛✮ ❘♦❚♦C❊❈ ♠♦❞✉❧❡ ✇✐4❤ ❤❡❛4✐♥❣ 2②24❡♠ ✭❜✮ ❡♥❧❛$❣❡❞ $❡❣✐♦♥ 2❤♦✇✐♥❣ 4❤❡
♣♦✇❡$ ✐♥♣✉4 ❡❧❡♠❡♥42 ✭❝✮ ❚❤❡ ♣❤♦4♦❣$❛♣❤ 2❤♦✇ 4❤❡ ❛♥✈✐❧2 ✇❤✐❝❤ 2✉✛❡$❡❞ ❛ ❝♦❧♦$ ❝❤❛♥❣❡
❛❢4❡$ ❤❡❛4✐♥❣ ✇✐4❤♦✉4 ❝♦♦❧✐♥❣ 2②24❡♠✳ ❋♦$ ❢✉4✉$❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥42 4❤❡2❡ ❛♥✈✐❧2 ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♦❧❡❞ ❜②
♠❡❛♥2 ♦❢ ❛ ✇❛4❡$ ❝✐$❝✉❧❛4✐♦♥ ❧♦♦♣ ✐♥4$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ 4❤❡✐$ ❤❛$❞❡♥❡❞ 24❡❡❧ ❜♦❞②✳
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❋♦" #❤❡✐" ✉(❡ ❛# ✈❡"② ❤✐❣❤ #❡♠♣❡"❛#✉"❡(✱ ♣②"♦♣❤②❧❧✐#❡ ❞✐(❦( ❛"❡ ✉(❡❞ ❢♦" #❤❡"♠❛❧ ✐♥(✉✲
❧❛#✐♦♥ ❛♥❞ ♣"♦#❡❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ♦♣#✐❝❛❧ ❞✐(❦( ♦❢ #❤❡ "♦#❛#✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐(♠ ✭(❡❡ (❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✷✳✹✮✳
❆♥ ❡①#❡"♥❛❧ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝❛(✐♥❣ ✐( ✉(❡❞ #♦ ♣"♦#❡❝# #❤❡ ❞✐(❦( ❢"♦♠ ♦✐❧✱ ❞✉(#✱ (❝"❛#❝❤❡( ❛♥❞
✐♥ ❣❡♥❡"❛❧ #♦ ❛✈♦✐❞ #❤❡ ❞✐(❦( ❜❡✐♥❣ #♦✉❝❤❡❞ ♦" ❞❛♠❛❣❡❞ ❞✉"✐♥❣ #❤❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛#✐♦♥ ♦❢ #❤❡
♠♦❞✉❧❡ ✭❋✐❣✉"❡ ✸✳✶✶✮✳
❋✐❣✉"❡ ✸✳✶✶✿ ✭❛✮ ✐♥%❡'♥❛❧ ✶✳✻ ♠♠ ♣②'♦♣❤②❧❧✐%❡ ❞✐2❦2 ✭❊❧✐% ❙%✉♠❛%✐%❡✮ ❛♥❞ ✭❜✮ ❡①%❡'♥❛❧
❛❧✉♠✐♥✉♠ ❝♦✈❡'2 ❛'❡ ✉2❡❞ ❢♦' ♣'♦%❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♦♣%✐❝❛❧ ❞✐2❦2 ❞✉'✐♥❣ ❤❡❛%✐♥❣✳
✸✳✷✳✷✳✹ ❘♦&❛&✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐.♠
❚❤❡ ♦✉#♣✉# ❢"♦♠ #❤❡ "❡❞✉❝#✐♦♥ ❣❡❛"✐♥❣ ✭♣❛"# ❊ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✸✳✼✴♣❛"# ♥♦✳✶✸ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✸✳✶✷✮ ✐(
❝♦♥♥❡❝#❡❞ #♦ #❤❡ ❛♥✈✐❧ ✈✐❛ #❤❡ ❛♥✈✐❧ ❤♦✉(✐♥❣ ✭♣❛"# ♥♦✳ ✶✵✮✳ ❚❤✐( ❣❡❛"❜♦① ✭♣❛"# ♥♦✳✶✸✮
❝❛♥ ♣"♦❞✉❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ #♦"H✉❡ ♦❢ ✽✾✷ ◆♠✱ #❤❡ ❧❛##❡" ❜❡✐♥❣ #❤❡ ♠❛✐♥ ❧✐♠✐#✐♥❣ ❢❛❝#♦"
♦❢ #❤❡ ❘♦❚♦M❊❈ ♠♦❞✉❧❡✳ ■# ❛❧❧♦✇( ❝❛❧❝✉❧❛#✐♥❣ #❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❧♦❛❞ #❤❛# ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
#♦ #❤❡ ❛♥✈✐❧✿ ✇❤❡♥ #❤❡ ❛♥✈✐❧( "♦#❛#❡ ♣❡"♣❡♥❞✐❝✉❧❛"❧② #♦ #❤❡ ❝♦♠♣"❡((✐♦♥ ❛①✐(✱ #❤❡② ❜"✐♥❣
✇✐#❤ #❤❡♠ #❤❡ ❡♥#✐"❡ (#❛❝❦ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ✐♥ ✜❣✉"❡ ✸✳✼ ❡①❝❡♣# #❤❡ ♣❛"# ❆✴♥♦✳✶ ✭♦" ❍✴♥♦✳✽✮✳ ❚❤❡
❣❡❛"❜♦① ❤❛( ❛ "❡❞✉❝#✐♦♥ "❛#✐♦ ♦❢ ✶✻✵ ❛♥❞ ❛ ②✐❡❧❞ ♦❢ ✻✵✪ ❛# ❧♦✇ (♣❡❡❞✱ #❤❡"❡❢♦"❡ ✾✳✸ ◆♠ ♠✉(#
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ #♦ #❤❡ ✐♥♣✉# ♦❢ #❤❡ ❣❡❛"❜♦① #♦ ❣❡♥❡"❛#❡ #❤❡ ♥❡❝❡((❛"② #♦"H✉❡ ❢♦" #❤❡ "♦#❛#✐♦♥ ♦❢
#❤❡ ❛♥✈✐❧(✳ ❋♦" #❤✐(✱ ❛ ❣❡❛" ✇✐#❤ #❛✐❧♦"❡❞ ❞✐♠❡♥(✐♦♥( ✭♣❛"# ♥♦✳✶✹✮ ✐( ✜①❡❞ #♦ #❤❡ ✐♥♣✉# ♦❢ #❤❡
❣❡❛"❜♦① ❛♥❞ ❛((♦❝✐❛#❡❞ #♦ ❛ #✐♠✐♥❣ ❜❡❧# ✭♣❛"# ♥♦✳✶✻✮ ❛♥❞ ❛ (❡❝♦♥❞ ❣❡❛" ✭♣❛"# ♥♦✳✶✺✮✱ #❤✐(
❜❡❧#✲♣✉❧❧❡② (②(#❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛ "❡❞✉❝#✐♦♥ "❛#✐♦ ♦❢ ✸ ❛♥❞ ❛ ②✐❡❧❞ ♦❢ ✵✳✽✳ ❚❤❡"❡❢♦"❡✱ #❤❡ ♣✉❧❧❡②
❛##❛❝❤❡❞ #♦ #❤❡ ♠♦#♦" (❤❛❢# ♠✉(# ♣"♦✈✐❞❡ ✸✽✼✺ ◆♠ #♦ "♦#❛#❡ #❤❡ ❛♥✈✐❧✳ ❍♦✇❡✈❡"✱ #❤❡ ❣❡❛"
♠♦#♦"✱ ❝♦♥(✐(#✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❡♥❣✐♥❡ ✭♣❛"# ♥♦✳✷✵✮ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✶✾✼✳✽ ♠◆♠ ♦❢ #♦"H✉❡ ❛♥❞ ❛ "❡❞✉❝❡"
✭♣❛"# ♥♦✳✶✾✮ ♦❢ "❛#✐♦ ✶✵✵ ✇✐#❤ ❛ ②✐❡❧❞ ♦❢ ✵✳✻✺ ❝❛♥ ♣"♦✈✐❞❡ ❛♥ ♦✈❡"(✐③❡❞ #♦"H✉❡ ♦❢ ✶✷✱✽✺✼ ◆♠✱
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✶✵✺
✸✳✷ ❚❤❡ ❘♦❚♦(❊❈ +②+-❡♠ ▼✐❝2♦-♦♠♦❣2❛♣❤② ✉♥❞❡2 ❡①-2❡♠❡ (✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+
 ♦  ❤❡ ❤♦✉%✐♥❣ ✭♣❛, ♥♦✳✶✵✮ ♦❢  ❤❡ ❛♥✈✐❧✱ ✐% ✉%❡❞  ♦ ♠❡❛%✉,❡  ❤❡ ❞❡❣,❡❡ ♦❢ ,♦ ❛ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡
❛♥✈✐❧% ✇✐ ❤ ❛ ,❡%♦❧✉ ✐♦♥ ♦❢ ✷✶ ✻✵✵ ♣♦%✐ ✐♦♥% ♣❡, ,❡✈♦❧✉ ✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐% ❡;✉✐✈❛❧❡♥  ♦ ✵✳✵✶✻✼ ➦
✭❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✸✮✳ ❆ ,❡❛❞✐♥❣ ❤❡❛❞ ✭♣❛, ♥♦✳✶✶✮ ❛❧❧♦✇% ,❡❛❞✐♥❣  ❤❡ ♦♣ ✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡,✳
❋✐❣✉,❡ ✸✳✶✷✿ ❉❡"❛✐❧❡❞ ❝(♦**✲*❡❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❘♦❚♦1❊❈ ♠♦❞✉❧❡✿ ✭✶✮ ♠♦❞✐✜❡❞ )❛♠
❛♥❞ ,♣❤❡)✐❝❛❧ )♦❧❧❡) 1❤)✉,1 ❜❡❛)✐♥❣,✱ ✭✷✮ ,♣❤❡)✐❝❛❧ )♦❧❧❡) 1❤)✉,1 ❜❡❛)✐♥❣, ✷✾✹✶✹❊✱❙❑❋✱ ✭✸✮
❝♦♥✐❝❛❧ ,♣❛❝❡)✱ ✭✹✮ ❣✉✐❞✐♥❣ ♣✐❡❝❡ ❛♥❞ ♥②❧♦♥ ✐♥,✉❧❛1♦) ♦♥ ❡❛❝❤ ❝♦❧✉♠♥ ✱✭✺✮ ❝❡♥1)❛❧ ♣✐,1♦♥✱
✭✻✮ ❛♥✈✐❧, ,❡❛1, ✇✐1❤ ❲❈ ❝♦)❡✱ ✭✼✮ ❤❡①❛❣♦♥❛❧✲,❤❛♣❡❞ ❛♥✈✐❧, ✇✐1❤ ❲❈ ❝♦)❡✱ ✭✽✮ ♠♦❞✐✜❡❞
❜)❡❡❝❤ ❛♥❞ ,♣❤❡)✐❝❛❧ )♦❧❧❡) 1❤)✉,1 ❜❡❛)✐♥❣, ✭✾✮ ♣)❡,, ❝♦❧✉♠♥,✱ ✭✶✵✮ ❛♥✈✐❧, ❤♦✉,✐♥❣✱ ✭✶✶✮
,❝❛♥♥✐♥❣ ❤❡❛❞ ◆❯▼❊❘■❑ ❏❊◆❆ ❘■❑ ✹✲✷❈ ✶✹✷✴✺✹✵✵ ❑✵❲❩✱ ✭✶✷✮ ❣)❛1✐♥❣ ❞✐,❦ ◆❯▼❊❘■❑
❏❊◆❆ ❘❙ ✶✹✷✴✶✷✵✴✺✹✵✵ ✭✶✸✮ ✶✻✵✿✶ ❍❛)♠♦♥✐❝ ❉)✐✈❡➞ )❡❞✉❝1✐♦♥ ❣❡❛)✐♥❣✱ ✭✶✹✮ ♣✉❧❧❡② ✻✵
1❡❡1❤ ❘WW✺✱ ❍W❈✱ ✭✶✺✮ ♣✉❧❧❡② ✷✵ 1❡❡1❤ ❘WW✺✱❍W❈✱ ✭✶✻✮ ❝♦❣ ❜❡❧1 ❘WW✺✱❍W❈✱ ✭✶✼✮ ❜❛❧❧
❜❡❛)✐♥❣,✱ ✭✶✽✮ ♠♦1♦) ,✉♣♣♦)1✱ ✭✶✾✮ ✶✵✵✿✶ ❋❛✉❧❤❛❜❡) ❣❡❛) )❡❞✉❝❡) ✭✷✵✮ ❋❛✉❧❤❛❜❡) ♠♦1♦)
✹✹❍✷✹❇❙❑✶✶❘✺✷❙✶ ✭✷✶✮ ,❧✐❞✐♥❣ ,✉♣♣♦)1✱ ✭✷✷✮ ❜❛❧❧ ❜❡❛)✐♥❣,✳
✶✵✻
✸✳✷ ❚❤❡ ❘♦❚♦(❊❈ +②+-❡♠ ▼✐❝2♦-♦♠♦❣2❛♣❤② ✉♥❞❡2 ❡①-2❡♠❡ (✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸✿ ❆♥ ♦♣$✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡+ ✭◆❯▼❊❘■❑ ❏❊◆❆ ❛❧✉♠✐♥✉♠ ❣+❛$✐♥❣ ❞✐8❦ ❘❙
✶✹✷✴✶✷✵✴✺✹✵✵✮ ❛$$❛❝❤❡❞ $♦ $❤❡ ❤♦✉8✐♥❣ ✭♣❛+$ ♥♦✳✶✵✮ ♦❢ $❤❡ ❛♥✈✐❧✱ ✐8 ✉8❡❞ $♦ ♠❡❛8✉+❡ $❤❡
❞❡❣+❡❡ ♦❢ +♦$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛♥✈✐❧8 ✇✐$❤ ❛ +❡8♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ✷✶ ✻✵✵ ♣♦8✐$✐♦♥8 ♣❡+ +❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐8
❡I✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ ✵✳✵✶✻✼➦✳ ❆ 8❝❛♥♥✐♥❣ ❤❡❛❞ ✭◆❯▼❊❘■❑ ❏❊◆❆ ❘■❑ ✹✲✷❈ ✶✹✷✴✺✹✵✵ ❑✵❲❩✮
❛❧❧♦✇8 +❡❛❞✐♥❣ $❤❡ ♦♣$✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡+✳
✸✳✷✳✷✳✺ ▼♦&♦'( ✐♥&❡'❢❛❝❡
❚❤❡ ✐♥-❡$❢❛❝✐♥❣ 1②1-❡♠ 1❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉$❡✸✳✶✹❛ ❝♦♥1✐1-1 ♦❢ ❛ ❤♦✉1✐♥❣ ❢♦$ ♣♦✇❡$ ❡❧❡❝-$♦♥✐❝1
❝♦♥-❛✐♥✐♥❣ -✇♦ ✐♥-❡$❢❛❝❡1 ✭❋❛✉❧❤❛❜❡$ ▼❈❇▲ ✸✵✵✻❙✮ ❞❡❞✐❝❛-❡❞ -♦ ♣♦✇❡$ 1✉♣♣❧② -❤❡ -✇♦
♠♦-♦$1 ✭❋❛✉❧❤❛❜❡$ ✹✹❍✷✹❇❙❑✶✶❘✺✷❙✶✮ ❛♥❞ -❤❡ ❝♦♥-$♦❧ ♦❢ -❤❡✐$ $♦-❛-✐♦♥ 1♣❡❡❞✳ ■♥ -❤✐1
1②1-❡♠✱ -✇♦ ♦♣-✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡$1 ❡❛❝❤ ❝♦♥1✐1-✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ♦♣-✐❝❛❧ $❡❛❞❡$ ✭✜①❡❞✮ ❛♥❞ ❛♥ ♦♣-✐❝❛❧
❞✐1❦ ✭♠♦✈✐♥❣ ♣❛$- ❛♥❝❤♦$❡❞ -♦ -❤❡ ❛♥✈✐❧1✮ ♣$♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥ ❛♥✈✐❧ ♣♦1✐-✐♦♥✐♥❣ -♦ ❜❡
♣$♦❝❡11❡❞ ❜② ❋❛✉❧❤❛❜❡$ ✐♥-❡$❢❛❝❡1 ❢♦$ -❤❡ ❝♦♥-$♦❧ ♦❢ -❤❡ $♦-❛-✐♦♥ 1♣❡❡❞✳ ❆- ❢✉❧❧ ♣♦✇❡$✱
-❤❡ ❡♥❣✐♥❡1 ❛❧❧♦✇ -♦ $❡❛❧✐③❡ ❛ ❝♦♠♣❧❡-❡ $♦-❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ❛♥✈✐❧1 ✭✐✳❡✳ ✸✻✵➦✮ ✉♥❞❡$ ♠❛①✐♠✉♠
1-$❡11 ✐♥ ❛❜♦✉- ✾ ♠✐♥✉-❡1✳ ❚❤✐1 1②1-❡♠ ❛❧1♦ ♣$♦✈✐❞❡1 ❤✐❣❤❧② ❛❝❝✉$❛-❡ 1❡$✈♦ $♦-❛-✐♦♥ -♦
❡❛❝❤ ❛♥✈✐❧✳ ❚❤❡ ❛♥❣✉❧❛$ $❡1♦❧✉-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ $♦-❛-✐♦♥ 1②1-❡♠ ✐1 ✵✳✵✶✻✼➦✳ ❚❤❡ ♠♦-♦$ ❝♦♥-$♦❧ ✐1
♠❛❞❡ ❢$♦♠ ❛ ▲❛❜❱✐❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛-✐♦♥ ✭❋✐❣✉$❡✸✳✶✹❜ 1❤♦✇1 ❛♥ 1❝$❡❡♥ 1❤♦-✮✳ ❚❤❡ T❈✲✐♥-❡$❢❛❝❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛-✐♦♥ ✐1 ♣$♦✈✐❞❡❞ ❜② ❛♥ ❘❙✷✸✷ 1❡$✐❛❧ ❧✐♥❦ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥1-❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛♥② ❝♦♠♣✉-❡$
♦$ ❧❛♣-♦♣✳ ❚❤❡ 1♦❢-✇❛$❡ ❝❛♥ ♦♣❡$❛-❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ♦$ 1✐♠✉❧-❛♥❡♦✉1❧② ♦♥ ❜♦-❤ ♠♦-♦$1✳ ■-
1❡♥❞1 ✐♥1-$✉❝-✐♦♥1 ❢♦$ $♦-❛-✐♦♥ ❛♥❣❧❡1 ♦$ $♦-❛-✐♦♥ 1♣❡❡❞ ❢♦$ ❡❛❝❤ ❛♥✈✐❧✳ ■- ❛❧1♦ ❞✐1♣❧❛②1
❝♦♥-✐♥✉♦✉1❧② -❤❡ $❡❛❧ ♣♦1✐-✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛♥✈✐❧ ♦✛❡$✐♥❣ ♦♥✲❧✐♥❡ ❝♦♥-$♦❧ ❢♦$ -❤❡ ❘♦❚♦T❊❈
♠♦❞✉❧❡✳
✶✵✼
✸✳✷ ❚❤❡ ❘♦❚♦(❊❈ +②+-❡♠ ▼✐❝2♦-♦♠♦❣2❛♣❤② ✉♥❞❡2 ❡①-2❡♠❡ (✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹✿ ■♥ ♦#❞❡# &♦ ❝♦♥&#♦❧ &❤❡ #♦&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❛♥✈✐❧. ❛ ✉.❡#✲❢#✐❡♥❞❧② ✐♥&❡#❢❛❝❡ .②.✲
&❡♠ ✇✐&❤ ✇❛. ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❋✳❇❡#❣❛♠❡ ❛& ■▼;▼❈✳ ❚❤✐. ▲❛❜✈✐❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♣#♦✈✐❞❡. ❡❛.②
❝♦♥&#♦❧ ♦❢ ❜♦&❤ ♠♦&♦#. ✐♥ &❤❡ ❘♦❚♦;❊❈ ♠♦❞✉❧❡✳
✸✳✷✳✸ ❚❤❡ ♠✐❝)♦+♦♠♦❣)❛♣❤② 0❡+✉♣ ❛+ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼
❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥4 ♦❢ ❤✐❣❤ 6✲❚ ❝♦♥❞✐4✐♦♥9 ♠✐❝$♦4♦♠♦❣$❛♣❤② ✉9✐♥❣ 4❤❡ ❘♦❚♦6❊❈ ♠♦❞✉❧❡
$❡?✉✐$❡❞ 4❤❡ ❝♦♥94$✉❝4✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛4✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧4✐✲♠♦❞❛❧ ❡①♣❡$✐♠❡♥4❛❧ 9❡4✉♣✳ ❚❤✐9 ♠✐✲
❝$♦4♦♠♦❣$❛♣❤② 9❡4✉♣ ❤❛9 ❜❡❡♥ ❝♦♥94$✉❝4❡❞ ❛♥❞ 4❡94❡❞ ❛4 ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ♦❢ 4❤❡ ❊❙❘❋ ✐♥
❏✉♥❡ ✷✵✶✶ ❬✾✺❪✳❚❤❡ ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥ ♦❢ 4❤❡ ❳✲$❛② ❞✐✛$❛❝4✐♦♥ ❛♥❞ ❛❜9♦$♣4✐♦♥ ♠✐❝$♦4♦♠♦❣$❛♣❤②
9❡4✉♣9 ❛$❡ ♣$❡9❡♥4❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✼ ❛♥❞ ❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✻ $❡9♣❡❝4✐✈❡❧②✳ ▼♦$❡ ❞❡4❛✐❧9 ♦❢ 4❤❡ 9❡4✉♣
✐♥94❛❧❧❛4✐♦♥ ❛$❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❆♥♥❡① ❈✳
❆ ♠♦♥♦❝❤$♦♠❛4✐❝ ❳✲$❛② ❜❡❛♠ ✐❧❧✉♠✐♥❛4❡9 4❤❡ 9❛♠♣❧❡ ❧♦❝❛4❡❞ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ♦♣♣♦9❡❞
❛♥✈✐❧9 ♦❢ ❛ ❱✼✲4②♣❡ ♣$❡99 ❛❞❛♣4❡❞ ✇✐4❤ ❛ ❘♦❚♦6❊❈ ♠♦❞✉❧❡✳ ❆ ❙✐✲✶✶✶ ❞♦✉❜❧❡ ❝$②94❛❧
♠♦♥♦❝❤$♦♠❛4♦$ ✐9 ✉9❡❞ 4♦ 9❡❧❡❝4 4❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡$❣② ✭✷✵ ❦❡❱ ✭∼✵✳✻✷ ➴✮ 4♦ ✾✵ ❦❡❱ ✭∼✵✳✶✹➴✮✮✳
❆♥ ✐♦♥✐③❛4✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡$ ✭✸✺ ♠♠✱ ❖❤②♦ ❑♦❦❡♥ ❑♦❣②♦✮ ✐9 ✜❧❧❡❞ ✇✐4❤ ❣❛9 ✭❡✳❣✳ ❍❡✱◆
✷
✱ ◆❡✱ ❆$✱
❑$✱ ♦$ ❳❡✮ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡❢♦$❡ 4❤❡ 9❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦$❞❡$ 4♦ ♠♦♥✐4♦$ 4❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉① ✭■
✵
✮ ❞✉$✐♥❣
4❤❡ ❛❝?✉✐9✐4✐♦♥ ❛♥❞ ✐9 ✉9❡❞ ❢♦$ ✐♠❛❣❡ ♥♦$♠❛❧✐③❛4✐♦♥✳
✷
❚❤❡ 6❛$✐9✲❊❞✐♥❜✉$❣❤ ✐♠❛❣✐♥❣ 9❡4✉♣
❛4 ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ♦❢ 4❤❡ ❊❙❘❋ ❬✶✺✻❪ ❤❛9 ❜❡❡♥ ❛❞❛♣4❡❞ ❢♦$ ✐♥✲.✐&✉ ❛❜9♦$♣4✐♦♥ ♠✐❝$♦4♦♠♦❣✲
$❛♣❤② ✭µ❈❚✮ ❛♥❞ ❛❧9♦ ❢♦$ ✐♥✲.✐&✉ ❞✐✛$❛❝4✐♦♥✴9❝❛44❡$✐♥❣ ♠✐❝$♦4♦♠♦❣$❛♣❤② ✭❉❙❈❚✮✳
❚②♣✐❝❛❧❧②✱ ❛ ♣❛$❛❧❧❡❧ ❜❡❛♠ ✐9 ❝♦❧❧✐♠❛4❡❞ 4♦ ✷ ♠♠ × ✷ ♠♠ ❜② ❡♥4$❛♥❝❡ 9❧✐49✳ ❚❤❡
❈❈❉ ❈♦♦❧❙◆❆6 ❍◗✷✱ 6❤♦4♦♠❡4$✐❝9 ✐♥94❛❧❧❡❞ ❛4 ■❉✷✼ ❤❛9 ✻✳✹✺ µ♠ ♣❤②9✐❝❛❧ ♣✐①❡❧ 9✐③❡✱
❛♥❞ 4❤❡ ❳✲$❛② ✐♠❛❣❡ ✐9 ❢♦❝✉9❡❞ ❜② ♦♥ 4❤✐9 ❝❛♠❡$❛ ❛❢4❡$ ❝♦♥✈❡$9✐♦♥ 4♦ ❛ ✈✐9✐❜❧❡ ✐♠❛❣❡ ❜② ❛
♠✐❝$♦9❝♦♣❡ ♦❜❥❡❝4✐✈❡ ✭▼✐4✉4♦②♦ ✺×✱ ✵✳✶✹ ♥✉♠❡$✐❝❛❧ ❛♣❡$4✉$❡✮✳ ■♥ 4❤✐9 ❝♦♥✜❣✉$❛4✐♦♥✱ 4❤❡
$❡9✉❧4✐♥❣ ❡✛❡❝4✐✈❡ ♣✐①❡❧ 9✐③❡ ✐9 ✶✳✷✾ µ♠ ✇✐4❤ ❛ ✶✳✸✺ ♠♠ ✈❡$4✐❝❛❧ ✜❡❧❞ ♦❢ ✈✐❡✇ ✭❋❖❱✮✳ ❚❤❡
❋❖❱ ✐9 ❧❛$❣❡ ❡♥♦✉❣❤ 4♦ ❝♦♥4❛✐♥ 4❤❡ ❝❡♥4$❛❧ ♣❛$4 ♦❢ 4❤❡ ❣❛♣ ❜❡4✇❡❡♥ 4❤❡ ❛♥✈✐❧9 ✭✷ ♠♠ ❛4
③❡$♦ ♣$❡99✉$❡✱ ✺✵✵ µm ❛4 4❤❡ ❤✐❣❤❡94 ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♣$❡99✉$❡9✮✳
✷
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛'✐♦♥ ❢♦, ❛❜.♦,♣'✐♦♥ ♦❢ ❣❛. ♠✐①'✉,❡. ✐♥ ✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡,. ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐'❤ '❤❡ ❍❡♣❤❛❡.'✉.
.♦❢'✇❛,❡ ❬✷✹✵❪
✶✵✽
✸✳✷ ❚❤❡ ❘♦❚♦(❊❈ +②+-❡♠ ▼✐❝2♦-♦♠♦❣2❛♣❤② ✉♥❞❡2 ❡①-2❡♠❡ (✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❤♦-♦❣/❛♣❤ ♦❢ -❤❡ 1❡-✉♣ ❢♦/ ❞✐✛/❛❝-✐♦♥ ♠✐✲
❝/♦-♦♠♦❣/❛♣❤② ❡①♣❡/✐♠❡♥-1 ❛- -❤❡ ❤✐❣❤ ♣/❡11✉/❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ❛- -❤❡ ❊❙❘❋ ✳
❚❤❡ $❛&✐( ❊❞✐♥❜✉&❣❤ ♣&❡(( ❱✼✲3②♣❡ ❛❞❛♣3❡❞ ✇✐3❤ ❛ ❘♦❚♦$❊❈ ♠♦❞✉❧❡ ✐( ✐♥(3❛❧❧❡❞ ♦♥ ❞✐❢✲
❢❡&❡♥3 ♣♦(✐3✐♦♥✐♥❣ ♠♦3♦&( ✭①✱②✱③✱ω✮✳ ❚❤❡ ♠✉❧3✐❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❧❧✐♠❛3♦& (②(3❡♠ ✭❙♦❧❧❡&✬( (❧✐3(✮ ✐(
♠♦✉♥3❡❞ ♦♥ ♣♦(✐3✐♦♥✐♥❣ ♠♦3♦&( 3♦ ❝❡♥3❡& ✐3 ♦♥ 3❤❡ ✐♥❝✐❞❡♥3 ①✲&❛② ❜❡❛♠✱ ❛♥❞ ♦♥ ❛ ♦(❝✐❧❧❛3✐♥❣
♠♦3♦& ✇❤✐❝❤ &♦3❛3❡ ❞✉&✐♥❣ 3❤❡ ❛❝D✉✐(✐3✐♦♥ ♣&♦❝❡❞✉&❡✳ ❚❤❡ ❋❘❡▲♦◆ ❈❈❉ ❞❡3❡❝3♦& ✐( ♣❧❛❝❡❞
♦♥ ♣♦(✐3✐♦♥✐♥❣ ♠♦3♦&( ✭①✱②✱③✮✳ ❆ ❧❛&❣❡ 3&❛♥(❧❛3✐♦♥ ♠♦3♦& ✐( ✉(❡❞ ✐♥ ♦&❞❡& 3♦ &❡♠♦✈❡ 3❤❡
❙♦❧❧❡& (❧✐3( (②(3❡♠ ❛♥❞ 3♦ ✐♥3&♦❞✉❝❡ 3❤❡ ①✲&❛② &❛❞✐♦❣&❛♣❤② (❡3✉♣ ✭♥♦3 (❤♦✇♥ ✐♥ ❜✮✳ ❙❛♠♣❧❡(
❝❛♥ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ✐♥ ❢❡✇ ♠✐♥✉3❡( ❜② &❛✐(✐♥❣ 3❤❡ ✉♣♣❡& ♣❛&3 ♦❢ 3❤❡ ♠♦❞✉❧❡✳
❋♦$ ✐♥✲(✐3✉ ❞✐✛$❛❝0✐♦♥✴3❝❛00❡$✐♥❣ ♠✐❝$♦0♦♠♦❣$❛♣❤② ✭❉❙❈❚✮ ✮ ✐0 ✐3 ♥❡❝❡33❛$② 0♦ ❢♦❝✉3
❞♦✇♥ 0❤❡ ❜❡❛♠ ✭✐✳❡✳ ✷✳✹ µ♠ × ✷ µ♠ ✿ ❱×❍ 3♣♦0 3✐③❡✮ ✉3✐♥❣ ❑✐$❦✲I❛0$✐❝❦ ❇❛❡③ ♠✐$$♦$3✳
❚❤❡ ❘♦❚♦I❊❈ ♠♦❞✉❧❡ ✐3 ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡ ✇✐0❤ 0❤❡ $❛❞✐❛❧ ♠✉❧0✐❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❧❧✐♠❛0♦$ ✭ ✐✳❡✳ ✶✵✵
µ♠ ✐♥♥❡$ 3❧✐03✮ ✉3❡❞ 0♦ $❡❞✉❝❡ 0❤❡ ❜❛❝❦❣$♦✉♥❞ ❢$♦♠ 0❤❡ 3❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐$♦♥♠❡♥0 ❬✶✹✸❪✳ ❍♦✇✲
❡✈❡$✱ 0❤❡ ♦3❝✐❧❧❛0✐♥❣ 0✐♠❡ ♦❢ 0❤❡ ❙♦❧❧❡$✬3 3❧✐03 3②30❡♠ ❧✐♠✐03 0❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡①♣♦3✉$❡ 0✐♠❡
0♦ ∼✶✵ 3 ✭0✐♠❡ $❡U✉✐$❡❞ ❢♦$ ❛ ❝♦♠♣❧❡0❡ ♦3❝✐❧❧❛0✐♦♥✮✳ ❚❤❡ 3❝❛00❡$❡❞✴❞✐✛$❛❝0❡❞ ✷❉ ♣❛00❡$♥3
❛$❡ ❝♦❧❧❡❝0❡❞ ✇✐0❤ ❛ ❢❛30✲$❡❛❞♦✉0 ❧♦✇✲♥♦✐3❡ ✭❋❘❡▲♦◆✮ ❈❈❉ ❝❛♠❡$❛ ✭✷✵✹✽ × ✷✵✹✽ ♣✐①❡❧3✱
✶✹µ♠✷ ♣✐①❡❧ 3✐③❡✮ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ 0$❛♥3♠✐33✐♦♥ ❣❡♦♠❡0$② ❬✶✸✽❪✳ ❚❤✐3 ❞❡✈✐❝❡ ♦✛❡$3 ❛ ❣♦♦❞ ❝♦♠✲
♣$♦♠✐3❡ ❜❡0✇❡❡♥ 3✐❣♥❛❧ ❞②♥❛♠✐❝ $❛♥❣❡ ✭✶✹✲ ♦$ ✶✻✲ ❜✐0✮ ❛♥❞ $❡❛❞♦✉0 3♣❡❡❞ ✭✶3✮✱ ❝♦♠♣❛$❡❞
0♦ ♦0❤❡$ ❞❡0❡❝0♦$ 3②30❡♠3 ✭❡✳❣✳ $❡❛❞♦✉0 0✐♠❡3 ❢♦$ ❞❡0❡❝0♦$3 ❛0 ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼✿ ▼❆❘✸✹✺✲
■♠❛❣❡I❧❛0❡❂✻✵3✱▼❆❘❈❈❉✲✶✻✺❂✹3✮✳ ❇♦0❤✱ ❳✲$❛② ❛❜3♦$♣0✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛$❛❝0✐♦♥ ♠✐❝$♦0♦♠♦✲
❣$❛❤♣② 3❡0✉♣3 ❛$❡ ❝♦♠♣❛0✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡❛3✐❧② ✐♥0❡$❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ✐♥ ♠✐♥✉0❡3✳
✶✵✾
✸✳✷ ❚❤❡ ❘♦❚♦(❊❈ +②+-❡♠ ▼✐❝2♦-♦♠♦❣2❛♣❤② ✉♥❞❡2 ❡①-2❡♠❡ (✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥+
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✻✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❤♦-♦❣/❛♣❤ ♦❢ -❤❡ 1❡-✉♣ ❢♦/ ❛❜1♦/♣-✐♦♥ ♠✐❝/♦✲
-♦♠♦❣/❛♣❤② ❡①♣❡/✐♠❡♥-1 ❛- -❤❡ ❤✐❣❤ ♣/❡11✉/❡ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ❛- -❤❡ ❊❙❘❋ ✳ ❚❤❡
$❛&✐( ❊❞✐♥❜✉&❣❤ ♣&❡(( ❱✼✲3②♣❡ ❛♥❞ ✐3( ❘♦❚♦$❊❈ ♠♦❞✉❧❡ ❛&❡ ✐♥(3❛❧❧❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡&❡♥3 ❤✐❣❤
♣&❡❝✐(✐♦♥ ♣♦(✐3✐♦♥✐♥❣ ♠♦3♦&( ✭①✱②✱③✱ω✮✳ ❆♥ ✐♦♥✐③❛3✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡& ♣❧❛❝❡❞ ❜❡❢♦&❡ 3❤❡ (❛♠♣❧❡
✐( ✉(❡❞ 3♦ ♠♦♥✐3♦& 3❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉①✳ ❚❤❡ 3&❛♥(♠✐33❡❞ ❳✲&❛②( ❛&❡ ❝♦♥✈❡&3❡❞ ✐♥3♦ ✈✐(✐❜❧❡
❧✐❣❤3 ✉(✐♥❣ ❛ (✐♥❣❧❡✲❝&②(3❛❧ ❨❆● (❝✐♥3✐❧❧❛3♦&✳ ❆ ♠✐&&♦& &❡✢❡❝3( 3❤❡ ✈✐(✐❜❧❡ ❧✐❣❤3 ✐♥3♦ ❛ ❤✐❣❤✲
&❡(♦❧✉3✐♦♥ ❈❈❉ ❝❛♠❡&❛✳ ❚❤✐( ❈❈❉ ❈♦♦❧❙◆❆$ ❍◗✷ $❤♦3♦♠❡3&✐❝( ❞❡3❡❝3♦& ✐( ♣❧❛❝❡❞ ♦♥
3&❛♥(❧❛3✐♦♥ ♠♦3♦&( ✭②✱③✮✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✼✿ ✭❛✮ ❙❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ♣❤♦3♦❣&❛♣❤ ♦❢ 3❤❡ ♠✐❝&♦3♦♠♦❣&❛♣❤② (❡3✉♣ ✐♥(3❛❧❧❡❞ ✐♥
3❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥3❛❧ ❤✉3❝❤ ❊❍✶ ♦❢ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤3 ♦❢ 3❤❡ (❛♠♣❧❡ ✐♥ 3❤❡ ❘♦❚♦$❊❈
♠♦❞✉❧❡ ❞♦❡( ♥♦3 ♠❛3❝❤ 3❤❡ ①✲&❛② ❜❡❛♠ ❤❡✐❣❤3 ✉(✐♥❣ 3❤❡ ❝✉&&❡♥3 3&❛♥(❧❛3✐♦♥( ✭①✱②✱③✮ ♦❢ 3❤❡
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=❤❡ '✐♥♦❣0❛♠ ✐' ❞✉❡ =♦ =❤❡ '♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ♣0♦❥❡❝=✐♦♥' ✭✐✳❡✳ ✸✻✵ 0❛❞✐♦❣0❛♣❤' ♦♥❧②✮❀✭❝✮ =❤❡
0❡❝♦♥'=0✉❝=❡❞ '❧✐❝❡ '❤♦✇ 0✐♥❣ ❛0=❡❢❛❝=' ✇❤✐❝❤ ❛0❡ =❤❡ ❝♦♥'❡H✉❡♥❝❡ ♦❢ =❤❡ ❞✐✛❡0❡♥❝❡ ✐♥ ❣❛✐♥
❜❡=✇❡❡♥ ❞✐✛❡0❡♥= ❞❡=❡❝=♦0 ♣✐①❡❧'❀ ✭❞✮ 0❡♥❞❡0❡❞ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡✳
✶✶✷
✸✳✸ ❋❡❛%✐❜✐❧✐)② ❡①♣❡-✐♠❡♥)% ▼✐❝-♦)♦♠♦❣-❛♣❤② ✉♥❞❡- ❡①)-❡♠❡ 7✲❚ ❝♦♥❞✐)✐♦♥%
❋✐"#$❧②✱ $❤❡ ✢❛$✲❝♦""❡❝$✐♦♥ ✐# ♣♦♦" ❞✉❡ $♦ $❤❡ ♣"❡#❡♥❝❡ ♦❢ #$"✉❝$✉"❛❧ ♠♦❞✉❧❛$✐♦♥# ♦"✐❣✲
✐♥❛$✐♥❣ ❢"♦♠ $❤❡ ❜❡❛♠✲❝♦❤❡"❡♥❝❡✳ ❚❤✐# ❡✛❡❝$ ❝❛♥ ❜❡ ❛❧♠♦#$ ❝♦♠♣❧❡$❡❧② ❡❧✐♠✐♥❛$❡❞ ✉#✐♥❣
❛♥ ①✲"❛② ❞❡❝♦❤❡"♦" ✐♥ $❤❡ ❜❡❛♠♣❛$❤ ✭✐✳❡✳ ✶✷✺ µ♠ ❣"❛♣❤✐$❡ ♣❧❛$❡# "♦$❛$✐♥❣ ❛$ ✶✵✵ ❍③✮ ❬✶✻✾❪✳
❙❡❝♦♥❞❧②✱ $❤❡ ❞✐#♣❧❛❝❡♠❡♥$ ♦❢ ♠❛$❡"✐❛❧# ❜② ❡①$"✉#✐♦♥ ♦❢ ♠❛$❡"✐❛❧# ❞✉"✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣"❡##✐♦♥
♦❢ $❤❡ #❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡" ❝"❡❛$❡# ❞✐#$✐♥❝$ ③♦♥❡# ♦❢ ✈❛"✐❛❜❧❡ $❤✐❝❦♥❡## ✭ ✐✳❡✳ ♠✐❝"♦✲❢"❛❝$✉"❡#✮
❣❡♥❡"❛$✐♥❣ ❞✐✛❡"❡♥$ ❛❜#♦"♣$✐♦♥ ❝♦♥$"❛#$#✳ ❋♦" ❡❛❝❤ #❛♠♣❧❡ ❛ ❝❡♥$❡"❡❞ "❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥$❡"❡#$
✭❘❖■✮ ✇❛# #❡❧❡❝$❡❞ ❛♥❞ ❛ "❛♠♣ ✜❧$❡" ✇❛# ✉#❡❞ $♦ "❡❞✉❝❡ $❤❡ ♥♦✐#❡✳ ❚❤❡ $♦♠♦❣"❛♣❤✐❝ "❡✲
❝♦♥#$"✉❝$✐♦♥ ✇❛# ♣❡"❢♦"♠❡❞ ✉#✐♥❣ $❤❡ ✜❧$❡"❡❞✲❜❛❝❦ ♣"♦❥❡❝$✐♦♥ ♠❡$❤♦❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥$❡❞ ✐♥ $❤❡
❚♦♠♦ P"♦❥❡❝$ ♣"♦❣"❛♠ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛$ ❙❨❘▼❊P ❬✷✹✶❪✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡ "❡♥❞❡"✐♥❣ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡
❛♥❛❧②#✐# ✇❡"❡ ♣❡"❢♦"♠❡❞ ✉#✐♥❣ $❤❡ #♦❢$✇❛"❡ ■♠❛❣❡ ❏ ❬✷✶✸❪✳
❋✐❣✉"❡ ✸✳✷✵✿ ■♠❛❣❡ %❡❝♦♥)*%✉❝*✐♦♥ ♦❢ ❛ ❲❈ )♣❤❡%❡ ✐♥)✐❞❡ *❤❡ ❤✐❣❤ ♣%❡))✉%❡ ❝❡❧❧
❛* ❛♠❜✐❡♥* ♣%❡))✉%❡ ✳ ✭❛✮ ♦♣(✐❝❛❧ ♠✐❝,♦❣,❛♣❤ ♦❢ ❛ ∼✶✽✷ µ♠ ❞✐❛♠❡(❡, ❲❈ 6♣❤❡,❡✱ ✭❜✮
✷✺✻×✷✺✻ ,❛❞✐♦❣,❛♣❤ ♦❢ (❤❡ 6❛♠❡ 6♣❤❡,❡ (❛❦❡♥ ✐♥6✐❞❡ (❤❡ ❤✐❣❤ ♣,❡66✉,❡ ❝❡❧❧ ✇✐(❤ ♣✐①❡❧ 6✐③❡
♦❢ ✶✳✷✾ µm✳ ❆ ,❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥(❡,❡6( ✭❘❖■✮ ✶✾✵×✷✺✻ ✇❛6 ✉6❡❞ ❢♦, ,❡❝♦♥6(,✉❝(✐♦♥✳ ✭❝✮ ✷❉
,❡❝♦♥6(,✉❝(❡❞ 6❧✐❝❡ ❛♥❞ ✭❞✮ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ ,❡♥❞❡,✐♥❣ ♦❢ ✶✸✺ ×✶✸✺× ✶✷✽ ✈♦①❡❧6 ✇✐(❤ ❧❛(❡,❛❧
✈♦①❡❧ ,❡6♦❧✉(✐♦♥ ♦❢ ✶✳✽✷µm✳ ❚❤❡ ❡❞❣❡ ♦❢ (❤❡ ❝✉❜❡ ✐6 ✷✹✺✳✼ µm✳
❋♦" $❤❡ #❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡❞ ❛$ ❛♠❜✐❡♥$ ♣"❡##✉"❡ ❛♥ ❛✈❡"❛❣❡ ❞✐❛♠❡$❡" ✭❉✮ ♦❢ ✶✽✷µ♠ ❝❛♥
❜❡ ❡#$✐♠❛$❡❞ ❢"♦♠ ♦♣$✐❝❛❧ ♠✐❝"♦❣"❛♣❤# ✭❋✐❣✉"❡ ✸✳✷✵✮✳ ❚❤❡ "❡♥❞❡"❡❞ ❜♦① ❝♦""❡#♣♦♥❞# $♦
✷✸✸✷✽✵ ✈♦①❡❧# ✭✶✸✺ ×✶✸✺× ✶✷✽ ✮ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✼✶✶✶✵✻ ✈♦①❡❧# ❝♦""❡#♣♦♥❞ $♦ $❤❡ #❛♠♣❧❡✳ ❚❤✐#
"❡♣"❡#❡♥$# ✸✵✳✹✽✪ ✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢"❛❝$✐♦♥ ❛♥❞ ✐# ❡\✉✐✈❛❧❡♥$ $♦ 4.28 × 106µ♠✸✳ ❚❤❡ ✷❉ #❧✐❝❡#
❛❧#♦ #❤♦✇ $❤❛$ $❤❡ #❛♠♣❧❡ ✐# ♥♦$ ❛ ♣❡"❢❡❝$ #♣❤❡"❡✱ ❜✉$ ❤❛# ❛♥ #♣❤❡"♦✐❞❛❧ #❤❛♣❡✳ ■❢ $❤❡
♠❡❛#✉"❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐# "❡♣♦"$❡❞ $♦ $❤❛$ ♦❢ ❛ ♣❡"❢❡❝$ #♣❤❡"❡✱ ❛ ❉❂ ✷✵✶✳✹✺µ♠ ✐# ♦❜$❛✐♥❡❞✳ ❚❤✐#
✈❛❧✉❡ ✐# ✐♥ ❛❣"❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ ♠❡❛♥ ❉∼✷✵✵ µ♠ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢"♦♠ ❞✐"❡❝$ ♠❡❛#✉"❡♠❡♥$# ♦♥
$❤❡ ✷❉ #❧✐❝❡ ✭♥♦✳✻✹✴✶✷✽ ✇❤❡"❡ $❤❡ ❧❛"❣❡#$ ❛"❡❛ ✐# ♠❡❛#✉"❡❞✮✳
✶✶✸
✸✳✸ ❋❡❛%✐❜✐❧✐)② ❡①♣❡-✐♠❡♥)% ▼✐❝-♦)♦♠♦❣-❛♣❤② ✉♥❞❡- ❡①)-❡♠❡ 7✲❚ ❝♦♥❞✐)✐♦♥%
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✶✿ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ (❡♥❞❡(✐♥❣- ♦❢ ❛ ❲❈ -♣❤❡(❡ ✉♥❞❡( ❧♦❛❞ ✳ ✭❛✮ ♣❤♦'♦❣)❛♣❤
♦❢ '❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❛❢'❡) ❜❡✐♥❣ ❞❡❝♦♠♣)❡,,❡❞ ❢)♦♠ ✻✳✵ ●7❛✳ ❚❤❡ ❣❡♦♠❡')② ♦❢ '❤❡ ❝❡❧❧ ❛,,❡♠❜❧②
✐, ♣)❡,❡)✈❡❞✳ ❖)✐❣✐♥❛❧ )❛❞✐♦❣)❛♣❤ ✐, ✺✶✷×✷✺✻ ♣✐①❡❧, ✇✐'❤ ,✐③❡ ✶✳✷✾ µm✳ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ )❡♥✲
❞❡)✐♥❣, ♦❢ '❤❡ ,❛♠❡ ❲❈ ,♣❤❡)❡ ✉♥❞❡) ✭❜✮ ✶✳✵ ●7❛ ❧♦❛❞ ❛♥❞ ✭❝✮ ✻✳✵ ●7❛ ❧♦❛❞✳ ❋♦) ✭❛✮
❛ )❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥'❡)❡,' ✭❘❖■✮ ✷✾✵×✷✺✻ ✇❛, ✉,❡❞ ❢♦) )❡❝♦♥,')✉❝'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐,
✷✵✺ ×✷✵✺× ✶✶✶ ✈♦①❡❧, ✇✐'❤ ❧❛'❡)❛❧ ✈♦①❡❧ )❡,♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ✶✳✽✷µm '❤❛' ✐, '♦ ,❛② ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢
✸✼✸ ×✸✼✸×✷✵✷ ♠✐❝)♦♥,❂✵✳✵✷✽ ♠♠✸✳ ❋♦) ✭❜✮ ❛ )❡❣✐♦♥ ♦❢ ✐♥'❡)❡,' ✭❘❖■✮ ✸✸✵×✷✺✻ ✇❛,
✉,❡❞ ❢♦) )❡❝♦♥,')✉❝'✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐, ✷✸✹ ×✷✸✹× ✶✷✶ ✈♦①❡❧, ✇✐'❤ ❧❛'❡)❛❧ ✈♦①❡❧
)❡,♦❧✉'✐♦♥ ♦❢ ✶✳✽✷µm '❤❛' ✐, '♦ ,❛② ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ✹✷✺ ×✹✷✺×✷✷✵ ♠✐❝)♦♥,❂✵✳✵✸✾ ♠♠✸✳
❋♦$ -❤❡ /❛♠♣❧❡ ✐♠❛❣❡❞ ❛- ✻✳✵ ●7❛ ✭❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✶✮ -❤❡ $❡♥❞❡$❡❞ ❜♦① ✭❜✮ ❝♦$$❡/♣♦♥❞/
-♦ ✹✻✻✹✼✼✺ ✈♦①❡❧/ ✭✷✵✺ ×✷✵✺× ✶✶✶✮ ❢$♦♠ ✇❤❡$❡ ✽✶✻✶✺✻ ✈♦①❡❧/ ❝♦$$❡/♣♦♥❞ -♦ -❤❡ /❛♠♣❧❡
✉♥❞❡$ ✶✳✵ ●7❛✳ ❚❤✐/ $❡♣$❡/❡♥-/ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢$❛❝-✐♦♥ ♦❢ ✶✼✳✺✵✪ ❛♥❞ ✐/ ❡G✉✐✈❛❧❡♥- -♦ 4.91 ×
106µ♠✸✳ ❚❤✐/ /❛♠♣❧❡ ❤❛/ ❛♥ ❡❣❣✲/❤❛♣❡ ✇✐-❤ ❧❡♥❣-❤ ❂ ✷✷✷✳✵✹µ♠ ❛♥❞ ❛ ✇✐❞-❤ ❂✷✵✾✳✸µ♠
❛/ ❞❡-❡$♠✐♥❡❞ ❢$♦♠ ❞✐$❡❝- ♠❡❛/✉$❡♠❡♥-/ ♦♥ -❤❡ ✷❉ /❧✐❝❡ ✭♥♦✳✺✸✴✶✶✶ ✇❤❡$❡ -❤❡ ❧❛$❣❡/-
❛$❡❛ ✐/ ♠❡❛/✉$❡❞✮✳ ❖♥❝❡ -❤❡ ♠❡❛/✉$❡❞ ✈♦❧✉♠❡ ✐/ $❡♣♦$-❡❞ -♦ -❤❛- ♦❢ ❛♥ ✐❞❡❛❧ /♣❤❡$❡✱
❛ ❉❂ ✷✶✵✳✾✷µ♠ ✐/ ♦❜-❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ $❡♥❞❡$❡❞ ❜♦① ✭❝✮ ❝♦$$❡/♣♦♥❞ -♦ ✼✵✵✽✼✻✽ ✈♦①❡❧/ ✭✷✸✹
×✷✸✹× ✶✷✶✮ ❢$♦♠ ✇❤❡$❡ ✼✽✵✶✷✾ ✈♦①❡❧/ ❝♦$$❡/♣♦♥❞ -♦ -❤❡ /❛♠♣❧❡ ✉♥❞❡$ ✻✳✵ ●7❛✳ ❚❤✐/
$❡♣$❡/❡♥-/ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢$❛❝-✐♦♥ ♦❢ ✶✶✳✼✼✪ ❛♥❞ ✐/ ❡G✉✐✈❛❧❡♥- -♦ 4.69 × 106µ♠✸✳ ❚❤❡ /❛♠♣❧❡
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❛+ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼ ♦❢ +❤❡ ❊❙❘❋✱ ✉,✐♥❣ +❤❡ ,❡+✉♣ ❞❡,❝&✐❜❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✶✺✳ ❆ ❙✐✲✶✶✶ ❞♦✉✲
❜❧❡ ❝&②,+❛❧ ♠♦♥♦❝❤&♦♠❛+♦& ✐, ✉,❡❞ +♦ ,❡❧❡❝+ +❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡&❣② ✭ ✸✸ ❑❡❱✱ λ ❂ ✵✳✸✼✸✽ ➴ ✮✳
❑✐&❦✲V❛+&✐❝❦ ❇❛❡③ ♠✐&&♦&, ✇❡&❡ ❡♠♣❧♦②❡❞ +♦ ❢♦❝✉, +❤❡ ❳✲&❛② ❜❡❛♠ ❞♦✇♥ +♦ ❛ ❋❲❍▼ ♦❢
✷✳✹ × ✷✳✵µ♠✷✳ ❆♥ ✐♦♥✐③❛+✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡& ✭✸✺♠♠✱ ❖❤②♦ ❑♦❦❡♥ ❑♦❣②♦✮ ✇❛, ✜❧❧❡❞ ✇✐+❤ ❆& ✭✶
❜❛&✮ ❛♥❞ ♣❧❛❝❡❞ ❜❡❢♦&❡ +❤❡ ,❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦&❞❡& +♦ ❛❝❝♦✉♥+ ❢♦& ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉① ❝❤❛♥❣❡, ❞✉&✐♥❣
+❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥+✳ ❆ +♦+❛❧ ♦❢ ✷✸✺✵ ♣❛++❡&♥, ✭✹✼ &♦+❛+✐♦♥ ,+❡♣, ✭✹➦✮ × ✺✵ +&❛♥,❧❛+✐♦♥ ,+❡♣,
✭✷✼ µ♠✮ × ✶ ,❧✐❝❡✮ ✇❡&❡ ❝♦❧❧❡❝+❡❞ ✐♥ %✐&✉ ✉,✐♥❣ ❛ ❢❛,+✲&❡❛❞♦✉+ ❧♦✇✲♥♦✐,❡ ✭❋❘❡▲♦◆✮ ❈❈❉
❝❛♠❡&❛ ✭✷✵✹✽ × ✷✵✹✽ ♣✐①❡❧,✮ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥ +&❛♥,♠✐,,✐♦♥ ❣❡♦♠❡+&② ❬✶✸✽❪✳ ❚❤❡ ✉,❡ ♦❢ ♦,❝✐❧❧❛+✐♥❣
❙♦❧❧❡& ,❧✐+, +♦ ❧❛&❣❡❧② &❡❞✉❝❡, +❤❡ ❜❛❝❦❣&♦✉♥❞ ❢&♦♠ +❤❡ ,❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥+ ❜✉+ ❧✐♠✐+, +❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❡①♣♦,✉&❡ +✐♠❡ +♦ ✶✵ , ✭+✐♠❡ &❡f✉✐&❡❞ ❢♦& ❝♦♠♣❧❡+❡ ♦,❝✐❧❧❛+✐♦♥✮ ❬✶✹✸❪✳ ❘❡❝♦♥,+&✉❝✲
+✐♦♥, ❛&❡ ,❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉&❡ ✸✳✷✸✳ ❚❤❡ &❡❧✐❛❜✐❧✐+② ♦❢ +❤❡ &❡❝♦♥,+&✉❝+✐♦♥ ✐, ❞❡♠♦♥,+&❛+❡❞ ❜②
+❤❡ ,✐♠✐❧❛&✐+② ♦❢ +❤❡ &❡♥❞❡&❡❞ ✐♠❛❣❡,✱ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ✉,✐♥❣ +❤❡ ❡①+&❡♠❡❧② ✇❡❛❦ ✷✵✵ &❡✢❡❝+✐♦♥
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❞✐♠❡&( ❛&❡ ♣&♦❞✉❝❡❞ ❜② ❛ ❬✷✰✷❪ ❝②❝❧♦❛❞❞✐!✐♦♥
&❡❛❝!✐♦♥ !❤❛! ❣❡♥❡&❛!❡( ❢♦✉&✲♠❡♠❜❡&❡❞ &✐♥❣( ✭σ✲❜♦♥❞(✮ ❜❡!✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦&✐♥❣ ♠♦❧❡❝✉❧❡(✳ ❚❤✐( ♦❝❝✉&( ❛❧♦♥❣
!❤❡ ❁✶✶✵❃ ❞✐&❡❝!✐♦♥( ♦❢ !❤❡ ♣❛&❡♥! ❢✳❝✳❝✳ ❧❛!!✐❝❡✱ ❣❡♥❡&❛!✐♥❣ ✶✲❉ ❝❤❛✐♥( ♦❢ ♣♦❧②♠❡&✐③❡❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡(✳ ❖♥
✐♥❝&❡❛(✐♥❣ ♣&❡((✉&❡ ❛♥❞ !❡♠♣❡&❛!✉&❡ ✭✷✲✽ ●>❛✱ ✺✵✵✲✼✵✵ ❑✮ ❝❤❛✐♥ ❝&♦((✲❧✐♥❦✐♥❣ ❧❡❛❞( !♦ ✷❉✲♣♦❧②♠❡&✐③❛!✐♦♥
✇✐!❤✐♥ !❤❡ ④✶✵✵⑥ ❛♥❞ ④✶✶✶⑥ ❝✉❜✐❝ ❧❛②❡&(✳ ❆! ❡✈❡♥ ❤✐❣❤❡& ♣&❡((✉&❡( ✭❃✽●>❛✮ ✐♥!❡&❧❛②❡& ❜♦♥❞( ❛&❡ ❢♦&♠❡❞
✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞( !♦ ✈❡&② ❤❛&❞ ✭❍
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✷✼✳✹✹µ♠×✷✼✳✹✹µ♠×✵✳✵✵✼✽➦ ✭①×②×✷θ✮✳ ❖/❤❡+ +❡✢❡❝/✐♦♥1 ❝♦♠✐♥❣ ❢+♦♠ /❤❡ 1❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠✲
❜❡+ ❛+❡ ♠❛+❦❡❞ ❜② ✯✳ ■♠❛❣❡1 ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛/ ✷✳✹ ●J❛✳
❆! ✷✳✹ ●&❛ ❛♥❞ *♦♦♠ !❡♠♣❡*❛!✉*❡ !❤❡ 1❛♠♣❧❡ ✐1 ❛❧*❡❛❞② ❢✉❧❧② ❞✐♠❡*✐③❡❞✱ ❛1 ❡✈✐❞❡♥❝❡❞
❜② !❤❡ ♣*❡1❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ✷✵✵ ♣❡❛❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐1 ♠✐11✐♥❣ ✐♥ !❤❡ ❢✳❝✳❝✳ ♣❤❛1❡ ❛♥❞ !❤❡ 1❤✐❢! ♦❢ ❛❧❧ !❤❡
♣❡❛❦1 !♦ ❧❛*❣❡* ❛♥❣❧❡1 ❬✶✻❪✳ ❲❡ ❞✐❞ ♥♦! ❞❡!❡❝! ❛♥② !*❛❝❡1 ♦❢ *❡♠❛✐♥✐♥❣ ❢✳❝✳❝✳ ❈
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♠♦♥♦♠❡*
✭❛❂✶✹✳✶✼➴✮ ❞✉*✐♥❣ ♣♦1!❡*✐♦* ❛♥❛❧②1✐1 ♦❢ !❤❡ *❡❝♦♥1!*✉❝!❡❞ ✈♦❧✉♠❡✳ ■♥ ❝♦♥!*❛1!✱ ❛ ❧❛*❣❡
❛♠♦✉♥! ♦❢ ❤✲❇◆ ✇❛1 ❞❡!❡❝!❡❞ ✐♥1✐❞❡ !❤❡ 1❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡*✱ ♣*♦❜❛❜❧② ❝❛✉1❡❞ ❜② !❤❡ ❞❡✲
❢♦*♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❝❡❧❧ ❞✉*✐♥❣ ❤✐❣❤✲♣*❡11✉*❡ ❡①!*✉1✐♦♥ ♦* ❜② ❝♦♥!❛♠✐♥❛!✐♦♥ ❞✉*✐♥❣ 1❛♠♣❧❡
❧♦❛❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❞✐❛♠❡!❡* ♦❢ !❤❡ 1❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡* ❞❡!❡*♠✐♥❡❞ ❢*♦♠ !❤❡ *❡❝♦♥1!*✉❝!❡❞ ✐♠❛❣❡1
✐1 ✾✵✺✳✺✭✷✮ µ♠✱ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣*❡❡♠❡♥! ✇✐!❤ !❤❡ ✐♥✐!✐❛❧ ❧♦❛❞✐♥❣ ✭✵✳✾ ♠♠ ❤✲❇◆ ❝♦♥!❛✐♥❡*✮✳ ❚❤❡
❧❛!!✐❝❡ ♣❛*❛♠❡!❡* ❝❛❧❝✉❧❛!❡❞ ❢*♦♠ ✶❉ ♣*♦❥❡❝!❡❞ ♣❛!!❡*♥1 ✐1 ❛❂✶✸✳✻✶➴ ✭✶✶✶✮✱ ❛❂✶✸✳✹✷➴
✭✷✵✵✮ ❛♥❞ ❛❂✶✸✳✺✺➴ ✭✷✷✵✱ ✸✶✶✱ ✷✷✷✮✳
✸✳✸✳✹ ❆♣♣❧✐❝❛)✐♦♥, ❛♥❞ ♣❡/,♣❡❝)✐✈❡,
❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛!✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣*❡11✉*❡✲❤✐❣❤ !❡♠♣❡*❛!✉*❡✱ ❧❛*❣❡ 1❤❡❛* ❞❡❢♦*♠❛!✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝*♦✲
!♦♠♦❣*❛♣❤② ♣*♦✈✐❞❡1 ❛ ♥♦✈❡❧ ✸❉ ♣*♦❜❡ !♦ ❣❡! ✐♥1✐❣❤! ✐♥ !❤❡ ❡✈♦❧✉!✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝*♦1!*✉❝!✉*❡✱
♣❤❛1❡ ❞✐1!*✐❜✉!✐♦♥✱ 1!*❛✐♥✲1!❛!❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡1 ♦❢ ♠❛!❡*✐❛❧1 ✉♥❞❡* ❡①!*❡♠❡ ❝♦♥❞✐✲
!✐♦♥1✳ ❚❤✐1 ✐♠♣❧✐❡1 ❛ ✇✐❞❡ *❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦!❡♥!✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥1 ✐♥ ♣❤②1✐❝1✱ ❝❤❡♠✐1!*②✱ ❣❡♦❧♦❣②✱
❡❛*!❤✱ ♣❧❛♥❡!❛*② ❛♥❞ ♠❛!❡*✐❛❧1 1❝✐❡♥❝❡1✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡*❛❧ ✐♥!❡*❡1! ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛*❛❝!✐♦♥
♦* ❛❜1♦*♣!✐♦♥ ❜❛1❡❞ ♠✐❝*♦!♦♠♦❣*❛♣❤✐❡1 ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡①!❡♥1✐✈❡❧② ❝♦✈❡*❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣!❡* ✷✳ ❆
❞✐1❝✉11✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛!✐♦♥1 ♦❢ !♦♠♦❣*❛♣❤② !♦ ❣❡♦❧♦❣✐❝❛❧ 1!✉❞✐❡1 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✷✽❪✳
❍❡*❡✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥1!*❛!❡ !❤❛! !❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ❝❛♣❛❜✐❧✐!✐❡1 ♦❢ !❤❡ ❘♦❚♦&❊❈ ❞❡✈✐❝❡ ❛*❡ ❛❞❛♣!❡❞
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❛♥❞ !♦ !❤❡ ♠❡❛1✉*❡♠❡♥! ♦❢ !❤❡ ❡Z✉❛!✐♦♥ ♦❢ 1!❛!❡ ♦❢ ❛♠♦*♣❤♦✉1 ♠❛!❡*✐❛❧1 ❛♥❞ ♠❡❧!1 ❬✷✷✾❪✳
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✸✳✸ ❋❡❛%✐❜✐❧✐)② ❡①♣❡-✐♠❡♥)% ▼✐❝-♦)♦♠♦❣-❛♣❤② ✉♥❞❡- ❡①)-❡♠❡ 7✲❚ ❝♦♥❞✐)✐♦♥%
❚❤❡ ♥❡✇ ♠❡&❤♦❞ ♠❛❦❡+ ♣♦++✐❜❧❡ &♦ ♣❡0❢♦0♠ ✸❉ ✈♦❧✉♠❡ 0❡♥❞❡0✐♥❣ ❛♥❞ +✉0❢❛❝❡ ❛♥❛❧②+✐+
♦♥ &❤❡ +❛♠♣❧❡✱ ❜✉& ❛❧+♦ &♦ ♠♦♥✐&♦0 &❤❡ ✸❉ &❡①&✉0❛❧ ❛♥❞ ♠♦0♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ❞✉0✐♥❣
❧❛0❣❡ ❞❡❢♦0♠❛&✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐+ ❡①&0❡♠❡❧② ✉+❡❢✉❧ ✐♥ +&✉❞②✐♥❣ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦0 ♦❢ ♠✉❧&✐♣❤❛+❡
♠❛&❡0✐❛❧+ ❬✷✸✶❪✳ ❚❤❡ @✉❛♥&✐&❛&✐✈❡ ♦❜+❡0✈❛&✐♦♥+ ♦❢ &❤❡+❡ &❡①&✉0❛❧ ❢❡❛&✉0❡+ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❛0❡❞
✇✐&❤ +✐♠✉❧❛&✐♦♥+ &♦ ✐♠♣0♦✈❡ &❤❡ ♠♦❞❡❧+ 0❡❧❡✈❛♥& &♦ ❊❛0&❤✬+ ❞❡❡♣ ♠❛♥&❧❡ ❬✷✸✶❪✳ ▼♦0❡♦✈❡0✱
+♣❛&✐❛❧❧② ❛♥❞ &✐♠❡ 0❡+♦❧✈❡❞ ❤✐❣❤✲♣0❡++✉0❡ ①✲0❛② ❞✐✛0❛❝&✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ ✐♥ ✉♥❞❡0✲
+&❛♥❞✐♥❣ ❦✐♥❡&✐❝+ ❛♥❞ ♣❤❛+❡ &0❛♥+❢♦0♠❛&✐♦♥+ ♦❝❝✉00✐♥❣ ✉♥❞❡0 ❡①&0❡♠❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ❛♥❞ &♦
0❡✈❡❛❧ ♥♦✈❡❧ ♣❤❛+❡+ ✐♥ ❧♦✇ ❩✲♠❛&❡0✐❛❧+ +✉❝❤ ❛+ ❝❛0❜♦♥ ❬✷✵✸❪✳
❋✉&✉0❡ ❡✛♦0&+ +❤♦✉❧❞ ❢♦❝✉+ ♦♥ &❤❡ 0❡❞✉❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❝♦❧❧❡❝&✐♦♥ &✐♠❡ ❢♦0 ❞✐✛0❛❝&✐♦♥ ♠✐✲
❝0♦&♦♠♦❣0❛❤♣② ❡①♣❡0✐♠❡♥&+ &❤❛& ✐+ ❝✉00❡♥&❧② ❧✐♠✐&✐♥❣ &❤❡ &❡❝❤♥✐@✉❡ &♦ &❤❡ ❛❝@✉✐+✐&✐♦♥ ♦❢
✷❉ +❧✐❝❡+✳ ❚❤❡ ✉+❡ ♦❢ ♦+❝✐❧❧❛&✐♥❣ ❙♦❧❧❡0✬+ +❧✐&+ &♦ 0❡❞✉❝❡ &❤❡ ❜❛❝❦❣0♦✉♥❞ ❢0♦♠ &❤❡ +❛♠♣❧❡
❡♥✈✐0♦♥♠❡♥&✱ ❧✐♠✐&+ &❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡①♣♦+✉0❡ &✐♠❡ &♦ ✶✵ + ✭&✐♠❡ 0❡@✉✐0❡❞ ❢♦0 ❝♦♠♣❧❡&❡ ♦+❝✐❧✲
❧❛&✐♦♥✮✳ ◆✉♠❡0✐❝❛❧ +✉❜&0❛❝&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❜❛❝❦❣0♦✉♥❞ +✐❣♥❛❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛ ♣♦++✐❜✐❧✐&② ❜✉& 0❡@✉✐0❡
&❤❡ ✉+❡ ♦❢ ❧❡++ ✐♥❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉+ ♠❛&❡0✐❛❧+ ❢♦0 &❤❡ ❣❛+❦❡& ♦0 ❛& ❧❡❛+& ❢♦0 &❤❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
&❤0♦✉❣❤ &❤❡ ❣❛+❦❡& ✭✐✳❡✳ ♠♦❞✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❣❛+❦❡& ♠❛&❡0✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ✐♥&❡0❝❡♣&+ &❤❡ ①✲0❛②
✐♠❛❣✐♥❣ ♣❛&❤✮✳ ❆❞❞✐&✐♦♥❛❧❧②✱ &❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐&✐❡+ ♦❢ &❤✐+ +②+&❡♠ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉+❡❞ &♦ ♦♣&✐♠✐③❡
&❤❡ ❝❡❧❧ ❛++❡♠❜❧② ❢♦0 ❤✐❣❤❡0 P✲❚✲+&0❡++ ❝♦♥❞✐&✐♦♥+ ❜② ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ $✐%✉ &❤❡ ❣❛+❦❡& ❡①&0✉+✐♦♥
❛♥❞ ❝❤❛0❛❝&❡0✐③✐♥❣ &❤❡ ✸❉ ♣0❡++✉0❡ ❛♥❞ &❡♠♣❡0❛&✉0❡ ❣0❛❞✐❡♥&+✳ ❋✉0&❤❡0 ✐♠♣0♦✈❡♠❡♥&+ ✐♥
♦♣&✐❝❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥&+ ❛♥❞ ❞❡&❡❝&✐♦♥ +②+&❡♠+ ✇✐❧❧ ❜❡ 0❡@✉✐0❡❞ &♦ ✐♥❝0❡❛+❡ &❤❡ +♣❛&✐❛❧ ❛♥❞ &✐♠❡
0❡+♦❧✉&✐♦♥✳
✶✶✽
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ▼✐❝,♦-♦♠♦❣,❛♣❤② ✉♥❞❡, ❡①-,❡♠❡ 7✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥)
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥
❈❤❛♣$❡& ✸ ✐) ❞❡❞✐❝❛$❡❞ $♦ $❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ )②♥❝❤&♦$&♦♥ ❳✲&❛② ❞✐✛&❛❝$✐♦♥✴❛❜)♦&♣$✐♦♥
♠✐❝&♦✲$♦♠♦❣&❛♣❤② ❢♦& ✐♥ "✐#✉ ❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡ ❤✐❣❤✲$❡♠♣❡&❛$✉&❡ ✭❍<✲❍❚✮ ❛♥❛❧②)❡)✳ <&❡)❡♥$❧②✱
♠✐❝&♦✲$♦♠♦❣&❛♣❤② )$✉❞✐❡) ✉♥❞❡& ❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡ &❡♠❛✐♥ ❧✐♠✐$❡❞ $♦ ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡) ✉)✐♥❣ $❤❡
&♦$❛$✐♦♥❛❧ ❉&✐❝❦❛♠❡& ❝❡❧❧ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ &❡❛)♦♥ ❢♦& ✐$ ✐) $❤❛$ $❤❡ ❝✉&&❡♥$ ❣❡✲
♦♠❡$&② ♦❢ ♦$❤❡& ❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡ ❞❡✈✐❝❡) ✭✐✳❡✳ )✐❞❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ♦❢ ❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡ ❝❡❧❧) ✐) ❁✶✽✵
➦✮ ✐) ♥♦$ )✉✐$❛❜❧❡ ❢♦& ❛❝I✉✐&✐♥❣ ❡♥♦✉❣❤ $♦♠♦❣&❛♣❤② ♣&♦❥❡❝$✐♦♥)✳ ❚❤❡&❡❢♦&❡✱ $❤❡ $❡❝❤♥✐❝❛❧
&❡I✉✐)✐$❡) ♦❢ ❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡ ♠✐❝&♦✲$♦♠♦❣&❛♣❤② ✐♥❝❧✉❞❡ ♣❛&❛❧❧❡❧✱ )②♥❝❤&♦♥✐③❡❞ ❛♥❞ ♣&❡❝✐)❡
&♦$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ )❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡& ✉♥❞❡& ❧♦❛❞ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✮✳ ❍❡&❡✐♥✱ ✇❡ &❡♣♦&$ $❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❡①$&❡♠❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥) ♠✐❝&♦✲$♦♠♦❣&❛♣❤② ✉)✐♥❣ ❛ ♥❡✇ &♦$❛$✐♥❣ <❛&✐)✲❊❞✐♥❜✉&❣❤
❝❡❧❧ ✭❘♦❚♦<❊❈✮ ✳ ■♥ $❤✐) ♠♦❞✉❧❡ ❜♦$❤ ❛♥✈✐❧) &♦$❛$❡ )✐♠✉❧$❛♥❡♦✉)❧② ✐♥ $❤❡ )❛♠❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥
♣&♦✈✐❞✐♥❣ ✉♣ $♦ ✸✻✵➦ ❛❝❝❡)) $♦ $❤❡ )❛♠♣❧❡ $❤❛$ ♦$❤❡&✇✐)❡ ✐) ❧✐♠✐$❡❞ ❜② $❤❡ ♣&❡)) ❝♦❧✉♠♥)
✭✻✽✳✽➦✮✳ ❆❞❞✐$✐♦♥❛❧❧②✱ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ &♦$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $♦♣ ❛♥❞ ❜♦$$♦♠ ❛♥✈✐❧) ❡♥❛❜❧❡) $♦ ♦♣❡&✲
❛$❡ ✐♥ )❤❡❛&✐♥❣ ✭♦♥❡ ❛♥✈✐❧ &♦$❛$❡ ✇✐$❤ &❡)♣❡❝$ $♦ $❤❡ ♦$❤❡&✮ ♦& ❞❡❢♦&♠❛$✐♦♥ ♠♦❞❡) ✭❜♦$❤
❛♥✈✐❧) &♦$❛$❡ ✐♥ ♦♣♣♦)✐$❡ ❞✐&❡❝$✐♦♥)✮✳
❚❤✐) ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❤♦)$ ✈♦❧✉♠❡) ♦❢ )❡✈❡&❛❧ ♠♠
✸
❛♥❞ ♦♣❡&❛$❡ ✐♥ $❤❡ <✲❚ &❛♥❣❡ ♦❢ ❛$ ❧❡❛)$ ✶✵
●<❛ ❛♥❞ ✷✺✵✵ ❑ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✶✮✳ ❚♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛$❡ $❤❡ ❘♦❚♦<❊❈ ♠♦❞✉❧❡✱ $❤❡ ❝♦❧✉♠♥) ♦❢
$❤❡ ❱✼✲$②♣❡ ♣&❡)) ✇❡&❡ ❡❧♦♥❣❛$❡❞ ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛$✐♦♥) ✇❡&❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ $❤❡ ♣✐)$♦♥ ✐♥ ♦&❞❡& $♦
♣&❡✈❡♥$ ✐$) &♦$❛$✐♦♥ &❡)♣❡❝$ $♦ $❤❡ ❛♥✈✐❧) ✉♥❞❡& $♦&I✉❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✶✮✳ ❆❞❞✐$✐♦♥❛❧❧② $❤❡
❝✐&❝✉❧❛& ♦✉$❡& )❤❛♣❡ ♦❢ $❤❡ ❛♥✈✐❧) ❤❛) ❜❡❡♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ✐♥$♦ ❛ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❣❡♦♠❡$&②✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
)❡❛$) ❛♥❞ ❤♦✉)✐♥❣ $♦ ♣&❡✈❡♥$ $❤❡♠ ❢&♦♠ &♦$❛$✐♥❣ ❢&❡❡❧② ✉♥❞❡& $♦&I✉❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✷✮✳
❋♦& $❤❡ ❘♦❚♦<❊❈ ♠♦❞✉❧❡✱ $❤❡ ❤❡❛$✐♥❣ )②)$❡♠ ❝♦♥)✐)$ ♦❢ ❛♥ ❡①$❡&♥❛❧ ❈♦♣♣❡& ❡❧❡❝$&✐❝❛❧ ❢❡❡❞✲
$❤&♦✉❣❤✳ ❚❤❡ )♣❡❝✐✜❝ )❤❛♣❡ ♦❢ $❤✐) ♣✐❡❝❡ ❛❧❧♦✇) $❤❡ ❤♦✉)✐♥❣ $♦ ❣❧✐❞❡ ✇✐$❤♦✉$ ✐♥$❡&❢❡&❡♥❝❡
❞✉&✐♥❣ ❛♥✈✐❧) &♦$❛$✐♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✸✮✳ ❚❤❡ &♦$❛$✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐)♠ ❝♦♥)✐)$) ♦❢ ❛ &❡❞✉❝$✐♦♥
❣❡❛&✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ $❤❡ ❛♥✈✐❧) ❤♦✉)✐♥❣✳ ❆ ❜❡❧$✲♣✉❧❧❡② )②)$❡♠ ❝♦♥♥❡❝$❡❞ $♦ $❤❡ ✐♥♣✉$ ♦❢
$❤❡ ❣❡❛&❜♦① ❣❡♥❡&❛$❡) $❤❡ ♥❡❝❡))❛&② $♦&I✉❡ ❢♦& &♦$❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛♥✈✐❧) ❛♥❞ )❡✈❡&❛❧ )❡$) ♦❢
❜❛❧❧ ❜❡❛&✐♥❣) ♦✛❡& ❛ ✈❡&② ❤✐❣❤ ♣&❡❝✐)✐♦♥ ❣✉✐❞❡ ❢♦& $❤❡✐& &♦$❛$✐♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✹✮✳ ❆♥
♦♣$✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡& ❛$$❛❝❤❡❞ $♦ $❤❡ ❤♦✉)✐♥❣ ♦❢ $❤❡ ❛♥✈✐❧)✱ ✐) ✉)❡❞ $♦ ♠❡❛)✉&❡ $❤❡✐& ❞❡❣&❡❡
♦❢ &♦$❛$✐♦♥ ✇✐$❤ ❛ &❡)♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ ✷✶ ✻✵✵ ♣♦)✐$✐♦♥) ♣❡& &❡✈♦❧✉$✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐) ❡I✉✐✈❛❧❡♥$ $♦
✵✳✵✶✻✼➦✳ ❆ )❝❛♥♥✐♥❣ ❤❡❛❞ ❛❧❧♦✇) $♦ &❡❛❞ $❤❡ ♦♣$✐❝❛❧ ❡♥❝♦❞❡& ❛♥❞ $♦ ♣&♦✈✐❞❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♦♥
❛♥✈✐❧ ♣♦)✐$✐♦♥✐♥❣ $♦ ❜❡ ♣&♦❝❡))❡❞ ❜② ❋❛✉❧❤❛❜❡& ✐♥$❡&❢❛❝❡) ❢♦& $❤❡ ❝♦♥$&♦❧ ♦❢ $❤❡ &♦$❛$✐♦♥
)♣❡❡❞ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✶✳✺✮✳ ❚❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥$ ♦❢ ❡①$&❡♠❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥) ♠✐❝&♦✲$♦♠♦❣&❛♣❤② ✉)✐♥❣
$❤❡ ❘♦❚♦<❊❈ ♠♦❞✉❧❡ ❛❧)♦ &❡I✉✐&❡❞ $❤❡ ❝♦♥)$&✉❝$✐♦♥ ❛♥❞ ✈❛❧✐❞❛$✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠✉❧$✐✲♠♦❞❛❧
❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ )❡$✉♣ $♦ ❛❧❧♦✇ ✐♥ "✐#✉ µ❈❚ ❛♥❞ ❉❙❈❚ ❞❛$❛ ❝♦❧❧❡❝$✐♦♥ ✉♥❞❡& ❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡
❤✐❣❤ $❡♠♣❡&❛$✉&❡✳ ❆ $❡♠♣♦&❛&② )❡$✉♣ ❤❛) ❜❡❡♥ ❝♦♥)$&✉❝$❡❞ ❛♥❞ $❡)$❡❞ ❛$ ❜❡❛♠❧✐♥❡ ■❉✷✼
♦❢ $❤❡ ❊✉&♦♣❡❛♥ ❙②♥❝❤&♦$&♦♥ ❘❛❞✐❛$✐♦♥ ❋❛❝✐❧✐$② ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✷✳✷✮✳
❙✉❝❤ ❛ ♥♦♥✲❞❡)$&✉❝$✐✈❡ ♠✐❝&♦♥✲♣&♦❜❡ ♣&♦✈✐❞❡) ✸❉ ✐♥)✐❣❤$ ♦❢ $❤❡ )$&✉❝$✉&❡ ✭❞✐✛&❛❝$✐♦♥✮
✶✶✾
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ▼✐❝,♦-♦♠♦❣,❛♣❤② ✉♥❞❡, ❡①-,❡♠❡ 7✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥)
❛♥❞ ❞❡♥$✐&② ✭❛❜$♦+♣&✐♦♥✮ ♦❢ ❝+②$&❛❧❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛♠♦+♣❤♦✉$ ♣❤❛$❡$ $②♥&❤❡$✐③❡❞ ✉♥❞❡+ ❡①&+❡♠❡
❝♦♥❞✐&✐♦♥$✳ ❚❤❡ ❛❜✐❧✐&② &♦ +♦&❛&❡ ✸✻✵➦ &❤❡ $❛♠♣❧❡ ❝❤❛♠❜❡+✱ ♦✈❡+❝♦♠❡$ &❤❡ $❛♠♣❧❡✲❛❝❝❡$$
❧✐♠✐&❛&✐♦♥ ♦❢ ♦+❞✐♥❛+② ❤✐❣❤✲♣+❡$$✉+❡ ❝❡❧❧$ ❢♦+ ❛❝?✉✐+✐♥❣ ❢✉❧❧ &♦♠♦❣+❛♣❤② ❞❛&❛ $❡&$ ❛♥❞ ❛❧✲
❧♦✇$ &♦ ♦♣❡+❛&❡ ✐♥ ❛❞❞✐&✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡$ $✉❝❤ ❛$ $❤❡❛+✐♥❣ ♦+ ❞❡❢♦+♠❛&✐♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✮✳ ❚❤❡
♣♦&❡♥&✐❛❧ ♦❢ &❤✐$ ❡①♣❡+✐♠❡♥&❛❧ &❡❝❤♥✐?✉❡ ✐$ ❞❡♠♦♥$&+❛&❡❞ ❜② ✐♥ "✐#✉ ❤✐❣❤ ♣+❡$$✉+❡✲❤✐❣❤
&❡♠♣❡+❛&✉+❡ ❞❡♠♦♥$&+❛&✐♦♥ ♦❢ ✿ ✭✐✮ ♠♦+♣❤♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ ♣+❡❝✐$❡ ✈♦❧✉♠❡ ♠❡❛$✉+❡✲
♠❡♥&$ ❱✭C✱❚✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✳✶✮✱ ✭✐✐✮ ♠✐❝+♦$&+✉❝&✉+❛❧ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ♠❛&❡+✐❛❧$ ✉♥❞❡+ ❞❡❢♦+♠❛✲
&✐♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✳✷✮ ❛♥❞ ✭✐✐✐✮ ✷❉✴✸❉ $&+✉❝&✉+❛❧ ✐♥✈❡$&✐❣❛&✐♦♥$ ♦❢ ♣❤❛$❡ &+❛♥$❢♦+♠❛&✐♦♥$
&❤+♦✉❣❤ ❉❙❈❚ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✳✸✮✳ ❚❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛&✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤ ♣+❡$$✉+❡✲❤✐❣❤ &❡♠♣❡+❛&✉+❡✱
❧❛+❣❡ $❤❡❛+ ❞❡❢♦+♠❛&✐♦♥ ❛♥❞ ♠✐❝+♦✲&♦♠♦❣+❛♣❤② ♣+♦✈✐❞❡$ ❛ ♥♦✈❡❧ ✸❉ ♣+♦❜❡ &♦ ❣❡& ✐♥$✐❣❤&
✐♥ &❤❡ ❡✈♦❧✉&✐♦♥ ♦❢ ♠✐❝+♦$&+✉❝&✉+❡✱ ♣❤❛$❡ ❞✐$&+✐❜✉&✐♦♥✱ $&+❛✐♥✲$&❛&❡ ❛♥❞ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡$
♦❢ ♠❛&❡+✐❛❧$ ✉♥❞❡+ ❡①&+❡♠❡ ❝♦♥❞✐&✐♦♥$✳ ❚❤✐$ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ❛ ✇✐❞❡ +❛♥❣❡ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥$ ✐♥
♣❤②$✐❝$✱ ❝❤❡♠✐$&+②✱ ❣❡♦❧♦❣②✱ ❡❛+&❤✱ ♣❧❛♥❡&❛+② ❛♥❞ ♠❛&❡+✐❛❧$ $❝✐❡♥❝❡$ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✸✳✹✮✳
✶✷✵
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ▼✐❝,♦-♦♠♦❣,❛♣❤② ✉♥❞❡, ❡①-,❡♠❡ 7✲❚ ❝♦♥❞✐-✐♦♥)
❘!"✉♠! ❞✉ ❝❤❛♣✐+,❡ ✸
▲❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ✸ ❡*' ❝♦♥*❛❝(- ❛✉ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ♠✐❝(♦✲'♦♠♦❣(❛♣❤✐❡ ❝♦♠❜✐♥-❡ 6 ❧❛ ❞✐✛(❛❝✲
'✐♦♥✴❛❜*♦(♣'✐♦♥ ❞❡* (❛②♦♥* ❳ ♣♦✉( ❞❡* ❛♥❛❧②*❡* ✐♥ "✐#✉ 6 ❤❛✉'❡ ♣(❡**✐♦♥ ❡' ❤❛✉'❡ '❡♠♣-(❛✲
'✉(❡ ✭❍=✲❍❚✮ ❛✈❡❝ ✉♥ ❢❛✐*❝❡❛✉ ❳ ❞❡ ❧✉♠✐A(❡ *②♥❝❤(♦'(♦♥✳ ❆❝'✉❡❧❧❡♠❡♥'✱ ❧❡* -'✉❞❡* ❞❡
♠✐❝(♦✲'♦♠♦❣(❛♣❤✐❡ *♦✉* ❤❛✉'❡ ♣(❡**✐♦♥ (❡*'❡♥' ❧✐♠✐'-❡* 6 E✉❡❧E✉❡* ❡①❡♠♣❧❡* E✉✐ ✉'✐❧✐*❡♥'
♣(✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥' ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ (♦'❛'✐✈❡ ❉(✐❝❦❛♠❡( ✭ ❡❝#✐♦♥ ✸✳✶✮✳ ▲❛ ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡ (❛✐*♦♥ ♣♦✉( ❝❡❧❛
❡*' ❧❛ ❣-♦♠-'(✐❡ ❛❝'✉❡❧❧❡ ❞❡* ❛✉'(❡* ❛♣♣❛(❡✐❧* 6 ❤❛✉'❡ ♣(❡**✐♦♥ ✭❡✳❣✳ ❧✬♦✉✈❡('✉(❡ ❧❛'-(❛❧❡ ❞❡*
❝❡❧❧✉❧❡* 6 ❤❛✉'❡ ♣(❡**✐♦♥ ❡*' ❁ ✶✽✵ ➦✮ E✉✐ ♥✬❡*' ♣❛* ❛❞❛♣'-❡ 6 ❧✬❛❝E✉✐*✐'✐♦♥ ❞❡ ♣(♦❥❡❝'✐♦♥*
'♦♠♦❣(❛♣❤✐E✉❡* ❝♦♠♣❧A'❡*✳ =❛( ❝♦♥*-E✉❡♥'✱ ❧❡* *♣-❝✐✜❝✐'-* '❡❝❤♥✐E✉❡* ♣(-❛❧❛❜❧❡* ♣♦✉(
✉♥ ❛♣♣❛(❡✐❧ ❞❡ ♠✐❝(♦✲'♦♠♦❣(❛♣❤✐❡ *♦✉* ❤❛✉'❡ ♣(❡**✐♦♥ ❝♦♠♣(❡♥♥❡♥' ✉♥❡ (♦'❛'✐♦♥ ♣❛(❛❧✲
❧A❧❡✱ *②♥❝❤(♦♥✐*-❡ ❡' ♣(-❝✐*❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛♠❜(❡ *♦✉* ♣(❡**✐♦♥ ❝♦♥'❡♥❛♥' ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ✭ ❡❝#✐♦♥
✸✳✷✮✳ ■❝✐✱ ♥♦✉* ❞-❝(✐✈♦♥* ❧❡ ❞-✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ♠✐❝(♦✲'♦♠♦❣(❛♣❤✐❡ ❡♥ ❝♦♥❞✐'✐♦♥* ❡①'(Q♠❡*
❛✈❡❝ ❧✬✉'✐❧✐*❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ (♦'❛'✐♦♥ ❝♦♥R✉ ♣♦✉( ❧❛ ❝❡❧❧✉❧❡ =❛(✐*✲❊❞✐♠❜♦✉(❣ ✭♥♦♠♠-
❘♦❚♦=❊❈✮✳ ❉❛♥* ❝❡ ♠♦❞✉❧❡✱ ❧❡* ❞❡✉① ❡♥❝❧✉♠❡* '♦✉(♥❡♥' *✐♠✉❧'❛♥-♠❡♥' ❞❛♥* ❧❛ ♠Q♠❡ ❞✐✲
(❡❝'✐♦♥ ♣❡(♠❡''❛♥' ✉♥ ❛❝❝A* ❛♥❣✉❧❛✐(❡ ❥✉*E✉✬6 ✸✻✵➦ ♣♦✉( ❧✬-❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✱ ❛❝❝A* E✉✐ ❛✉'(❡♠❡♥'
*❡(❛✐' ❧✐♠✐'- ♣❛( ❧❡* ❝♦❧♦♥♥❡* ❞❡ ❧❛ ♣(❡**❡ ✭✻✽✱✽➦✮✳ ❊♥ ♦✉'(❡✱ ✉♥❡ (♦'❛'✐♦♥ ✐♥❞-♣❡♥❞❛♥'❡
❞❡* ❡♥❝❧✉♠❡* *✉♣-(✐❡✉(❡ ❡' ✐♥❢-(✐❡✉(❡ ♣❡(♠❡' ❞❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡( ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❝✐*❛✐❧❧❡♠❡♥' ✭✉♥❡
❡♥❝❧✉♠❡ ❡*' ❡♥ (♦'❛'✐♦♥ ❛❧♦(* E✉❡ 6 ❧✬❛✉'(❡ (❡*'❡ ✜①❡✮ ♦✉ ❡♥ ♠♦❞❡ ❞❡ ❞-❢♦(♠❛'✐♦♥ ✭❧❡* ❞❡✉①
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♣♦*✐'✐♦♥* ♣❛( '♦✉( ❝❡ E✉✐ -E✉✐✈❛✉' 6 ✵✱✵✶✻✼ ➦✳ ❯♥❡ 'Q'❡ ❞❡ ❜❛❧❛②❛❣❡ ♣❡(♠❡' ❞❡ ❧✐(❡ ❧❡
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✐♥ ❛ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② ✐♥ "✐#✉ &❡❛❝$✐♦♥ ❞✐❛❣&❛♠ ✇❤✐❝❤ ✐) )$✐❧❧ ♦♣❡♥ ❢♦& ❞✐)❝✉))✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥
C✉❡)$✐♦♥) ✇❤✐❝❤ &❡♠❛✐♥ ♦♣❡♥ ❛♥❞ ♣❡&)♣❡❝$✐✈❡) ❢♦& ❝♦♠♣❧❡♠❡♥$❛&② ❢✉$✉&❡ ✇♦&❦ ❛&❡ ❛❧)♦
♣&❡)❡♥$❡❞✳ ❚❤✐) ✜&)$ ✐♥ "✐#✉ )❝❛♥ ♦❢ $❤❡ ❍>✲❍❚ &❡❛❝$✐♦♥ ❞✐❛❣&❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
❛❧❧♦✇❡❞ ✉) $♦
❢♦❝✉) ♦♥ )♦♠❡ &❡❣✐♦♥) ♦❢ ✐♥$❡&❡)$ ❛♥❞ )♦♠❡ ♦❢ $❤❡)❡ &❡)✉❧$) ❛&❡ ❞❡$❛✐❧❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡& ✺✳
▲❡ ❝❤❛♣✐#+❡ ✹ ❞.❝+✐# ❧❡" ♦❜"❡(✈❛#✐♦♥" ❡①♣-(✐♠❡♥#❛❧❡" ♦❜#❡♥✉❡" ✐♥ "✐#✉ ❧♦(" ❞❡"
♣(♦❝❡""✉" (-❛❝#✐♦♥♥❡❧" ❞✉ ❈
✻✵
"♦✉" ❤❛✉#❡ ♣(❡""✐♦♥ ❡# ❤❛✉#❡ #❡♠♣-(❛#✉(❡ ✳ ▲✬
♦+❣❛♥✐"❛#✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐#+❡ ✹ ❡"# "✐♠✐❧❛✐+❡ 5 ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐#+❡ ✶✱ ❝❤❛8✉❡ "❡❝#✐♦♥ ♣❡✉# 9#+❡ ❧✉❡
✐♥❞.♣❡♥❞❛♠♠❡♥#✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ "❡❝#✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡ ❝❛❞+❡ ❣.♥.+❛❧ #+❛✐#❛♥# ❞❡" #+❛♥"✐#✐♦♥" ❞❡
♣❤❛"❡ ❞❡ ❈
✻✵
8✉✐ "❡ ♣+♦❞✉✐"❡♥# ❞❛♥" ❧✬✐♥#❡+✈❛❧❧❡ ❞❡ ♣+❡""✐♦♥" ✶✲✶✵ ●?❛ ❡# 5 ❞❡" #❡♠♣.+❛✲
#✉+❡" ❛❧❧❛♥# ❥✉"8✉✬5 ✶✷✵✵❑✳ ❉❛♥" ❝❤❛8✉❡ "❡❝#✐♦♥✱ ❧❡" ♣+✐♥❝✐♣❛✉① +."✉❧#❛#" "♦♥# ♣+."❡♥#."
❡# +."✉♠." "♦✉" ❧❛ ❢♦+♠❡ ❞❡ ♣+♦♣♦"✐#✐♦♥" ❞❡ ❞✐❛❣+❛♠♠❡ +.❛❝#✐♦♥♥❡❧ ✐♥ "✐#✉ 8✉✐ +❡"#❡♥#
♦✉✈❡+#❡" 5 ❧❛ ❞✐"❝✉""✐♦♥✳ ▲❡" 8✉❡"#✐♦♥" ♥♦♥ +."♦❧✉❡" ❡# ❧❡" ♣❡+"♣❡❝#✐✈❡" ♣♦✉+ ❞❡" #+❛✈❛✉①
❝♦♠♣❧❡♠❡♥#❛✐+❡" ❢✉#✉+" ② "♦♥# .❣❛❧❡♠❡♥# ♣+."❡♥#.❡"✳ ❈❡##❡ ♣+❡♠✐G+❡ ❛♥❛❧②"❡ ✐♥ "✐#✉ ❞✉
"❝❤.♠❛ +.❛❝#✐♦♥♥❡❧ ❍?✲❍❚ ❞✉ ❈
✻✵
♥♦✉" ❛ ♣❡+♠✐" ❞❡ ♥♦✉" ❝♦♥❝❡♥#+❡+ "✉+ ❝❡+#❛✐♥❡" +.❣✐♦♥"
❞✬✐♥#.+9# ❡# ❝❡" +."✉❧#❛#" "♦♥# ❞.#❛✐❧❧." ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♣✐#+❡ ✺✳
✶✷✸
✹✳✶ ✶❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
✹✳✶ ✶❉ ♣♦❧②♠❡*+
■♥ "❤❡ ♣&❡''✉&❡ &❛♥❣❡ ❜❡❧♦✇ ✷ ●1❛ ❛♥❞ ✐♥ "❤❡ "❡♠♣❡&❛"✉&❡ &❛♥❣❡ ❜❡"✇❡❡♥ ✺✵✵✲✼✵✵ ❑✱
♦&"❤♦&❤♦♠❜✐❝ ❧✐♥❡❛& ♣♦❧②♠❡&' ❢♦&♠❡❞ ❜② ❝❤❛✐♥' ♦❢ ❈
✻✵
♠♦❧❡❝✉❧❡' ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ &❡♣♦&"❡❞✳ ❆
&❡✈✐❡✇ ♦❢ "❤❡ ❧✐"❡&❛"✉&❡ ❢♦& ✶❉ ♣♦❧②♠❡&' ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣"❡& ✶ '❡❝"✐♦♥ ✶✳✹✳ ❋✐❣✉&❡
✹✳✶ '❤♦✇' "❤❡ ✐♥ "✐#✉ ❳❘❉ ♣❛""❡&♥' ♦❜"❛✐♥❡❞ ❛" ✶✳✺●1❛ ❛♥❞ "❡♠♣❡&❛"✉&❡' ❜❡"✇❡❡♥ ✸✵✵✲
✶✷✵✵ ❑✳ ❚❤❡ '❡J✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛'❡ "&❛♥'❢♦&♠❛"✐♦♥' ✐'✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❞✐♠❡&✐③❡❞
❈
✻✵
✭✹✵✵✲✺✵✵ ❑✮→ ❝♦❡①✐'"❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡&✐③❡❞ ❈
✻✵
❛♥❞ ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦' ❖α ✭✺✵✵✲✼✵✵ ❑✮→
♣❤❛'❡ ❖α ✭✼✵✵✲✾✺✵ ❑✮→ ♣❤❛'❡ ❖α ✇✐"❤ ♦"❤❡& ❛❞❞✐"✐♦♥❛❧ &❡✢❡❝"✐♦♥'✱ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❖β ✭✾✺✵✲✶✶✺✵
❑✮→❛♠♦&♣❤✐③❛"✐♦♥ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮✳
❋✐❣✉&❡ ✹✳✶✿ ❙❡"✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥ )✐*✉ ❳❘❉ ♣❛**❡0♥) ❛* 1❂✶✳✺●1❛ ❛♥❞ *❡♠♣❡0❛*✉0❡)
❜❡*✇❡❡♥ ✸✵✵✲✶✷✵✵ ❑ ✳ ❇♦##♦♠✿ *❡❢❡*❡♥❝❡ ❈
✻✵
❛# ❛♠❜✐❡♥# #❡♠♣❡*❛#✉*❡✳ ❚♦♣✿ ❈
✻✵
♣❛*#✐❛❧❧②
❛♠♦*♣❤✐③❡❞ ❛❜♦✈❡ ∼✶✶✺✵❑✳ =❡❛❦" ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ #❤❡ "❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐*♦♥♠❡♥# ❛*❡ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❛♥
❛"#❡*✐"❦ ✭✯✮✳ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ❜♦*♦♥ ♥✐#*✐❞❡ ♣❡❛❦" ❝♦♠✐♥❣ ❢*♦♠ #❤❡ ❝❡❧❧ ❛*❡ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❛" ❤❇◆
✭✵✵✷✮ ❛♥❞ ❤❇◆ ✭✶✵✵✮✳ ❚❤❡ ❛**♦✇" ✐♥❞✐❝❛#❡ #❤❡ ♣❡❛❦" ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❖α ✭✼✵✵✲✾✺✵ ❑✮ ❛♥❞ ❖β ✭✾✺✵
❑✲✶✶✺✵❑✮ λ = 0.6199A˚✳
❈❧♦'❡ "♦ ❛♠❜✐❡♥" ❝♦♥❞✐"✐♦♥' ✭✸✵✵✲✹✵✵❑✮✱ "❤❡ ❞✐✛&❛❝"✐♦♥ ♣❛""❡&♥ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❛'
❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✳ ❆' "❤❡ ♣&❡''✉&❡ ✐♥❝&❡❛'❡'✱ "❤❡ ♣❡❛❦✬' ✐♥"❡♥'✐"✐❡' ✈❛&② ❛' ❛ &❡'✉❧" ♦❢ ❝❤❛♥❣❡'
✐♥ "❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛& '✐③❡ "♦ ❝❡❧❧ '✐③❡ &❛"✐♦✱ "❤❡&❡❢♦&❡ "❤❡ ✭✷✵✵✮ ❛♥❞ ✭✹✵✵✮ &❡✢❡❝"✐♦♥' ❛♣♣❡❛&✳
✶✷✹
✹✳✶ ✶❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
❚❤❡ ❞✐✛&❛❝)✐♦♥ ♣❡❛❦. ❜&♦❛❞❡♥ ✇✐)❤ )❤❡ )❡♠♣❡&❛)✉&❡✱ ❛♥❞ ❛) ✹✵✵✲✺✵✵ ❑ )❤❡ .❛♠♣❧❡ ✐.
❞✐♠❡&✐③❡❞✱ ✐♥ ❛❣&❡❡♠❡♥) ✇✐)❤ )❤❡ ♣❛)❤ ♣&♦♣♦.❡❞ ❜② ❉❛✈②❞♦✈ ❡! ❛❧✳ ✭✶✾✾✾✮ ❬✺✵❪✳ ❇❡)✇❡❡♥
✺✵✵✲✼✵✵ ❑ )❤❡ ❞✐♠❡&✐③❡❞ ♣❤❛.❡ ❝♦❡①✐.) ✇✐)❤ ✇❡❛❦ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ &❡✢❡❝)✐♦♥.✱ ❤❡&❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❛.
❖α✳ ❚❤❡ ✜&.) ❝❧❡❛& ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ♣&❡.❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡.❡ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦. ❖α ❛♣♣❡❛&. ❛) ∼✼✵✵
❑✱ )❤❡ ♣♦.✐)✐♦♥. ♦❢ )❤❡.❡ &❡✢❡❝)✐♦♥. ❛&❡ ❧✐.)❡❞ ✐♥ )❛❜❧❡ ✹✳✶ ❢&♦♠ ✇❤✐❝❤ ✼✳✼✾✼✾✭2θ✮✴✹✳✺✺✽✷➴✱
✽✳✸✼✸✽✭2θ✮✴✹✳✷✹✺✷➴✱ ✾✳✵✷✹✵✭2θ✮✴✸✳✾✸✾✾➴ ❛&❡ )❤❡ ♠♦.) ✐♥)❡♥.❡✳ R❤❛.❡ ❖α ♣❡&.✐.). ✉♥)✐❧
❛♠♦&♣❤✐③❛)✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡✈♦❧✉)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ❧❛))✐❝❡ ❞ ✲.♣❛❝✐♥❣ ✇✐)❤ )❡♠♣❡&❛)✉&❡ ✐. ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✜❣✉&❡
✹✳✷✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ❜❡)✇❡❡♥ ✾✺✵✲✶✶✺✵ ❑✱ )❤❡ ❝♦❡①✐.)❡♥❝❡ ✇✐)❤ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ♣❡❛❦. ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❖ β ❝❛♥
❜❡ ♥♦)✐❝❡❞✳ R❡❛❦. ❖β ♥❡✈❡& ❛♣♣❡❛& ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥)❧②✱ )❤❡② ❝♦❡①✐.) ✇✐)❤ )❤❡ ♣❡❛❦. ❖α ❞✉&✐♥❣
)❤❡ )❡♠♣❡&❛)✉&❡ )&❡❛)♠❡♥)✱ ♥❡✈❡&)❤❧❡.. )❤❡ ✜&.) ❝❧❡❛& ❡✈✐❞❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡✐& ♣&❡.❡♥❝❡ .)❛&).
❛♣♣❡❛&✐♥❣ ❛) ∼✶✶✺✵ ❑✱ ✇❤❡&❡ )❤&❡❡ ❛❞❞✐)✐♦♥❛❧ ✇❡❛❦ &❡✢❡❝)✐♦♥. ❛) ✽✳✺✺✽✽✭2θ✮✴✹✳✶✺✸✼➴
✭❧❛❜❡❧❧❡❞ ❣✮✱ ✾✳✶✽✷✸✭2θ✮✴✸✳✽✼✷✷➴ ✭❧❛❜❡❧❧❡❞ ✐✮ ❛♥❞ ✶✶✳✼✼✾✭2θ✮✴✸✳✵✷✵✻➴ ✭❧❛❜❡❧❧❡❞ ❦✮ ❣❛✐♥ ✐♥
✐♥)❡♥.✐)②✳ ❯♥❢♦&)✉♥❛)❡❧②✱ )❤✐. ✐. ✈❡&② ❝❧♦.❡ )♦ )❤❡ )❡♠♣❡&❛)✉&❡ ✇❡&❡ )❤❡ ♠❛)❡&✐❛❧ ✉♥❞❡&❣♦❡.
❛♠♦&♣❤✐③❛)✐♦♥ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮ ❛♥❞ )❤❡ .❝❛))❡&✐♥❣ .✐❣♥❛❧ ❜❡❝♦♠❡. ✈❡&② ✇❡❛❦✳ ■) .❤♦✉❧❞ ❜❡ ♥♦)❡❞
)❤❛) )❤❡ ✏❛♠♦&♣❤♦✉.✑ .✐❣♥❛❧ ❞✐✛❡&. ❢&♦♠ )❤❛) ♦❢ ❞✐.♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐)❡✲❧✐❦❡ ♣❤❛.❡. ❞✐.❝✉..❡❞
✐♥ ❈❤❛♣)❡& ✺✳ ❊..❡♥)✐❛❧❧②✱ ♥♦ ✐♥)❡♥.✐)② ✐. ♦❜.❡&✈❡❞ ✐♥ )❤❡ ❞ ✲.♣❛❝✐♥❣ ❝♦&&❡.♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡
✭✵✵❧✮ ❣&❛♣❤✐)❡✲❧✐❦❡ &❡✢❡❝)✐♦♥✳
❋✐❣✉&❡ ✹✳✷✿ ✭❛✮ ❚❡♠♣❡+❛!✉+❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ !❤❡ ❞✲3♣❛❝✐♥❣3 ♦❢ !❤❡ ❖α +❡✢❡❝!✐♦♥3 ❜❡!✇❡❡♥
✼✸✵❑ ❛♥❞ ✶✶✺✵❑ ❛! ✶✳✺●A❛✳ ✭❜✮ ❳❘❉ ♣❛!!❡+♥3 ♦❢ +❡✢❡❝!✐♦♥3 ❖α !❛❦❡♥ ❛! ✼✸✵❑ ❛♥❞ ❜♦!❤
+❡✢❡❝!✐♦♥3 ❖α ❛♥❞ ❖β !❛❦❡♥ ❛! ✶✶✺✵❑✳ ❆ ❞✐✛❡+❡♥! ❧❡!!❡+ ❛♥❞ 3②♠❜♦❧ ❤❛3 ❜❡❡♥ ✉3❡❞ !♦
❞❡3✐❣♥❛!❡ ❡❛❝❤ +❡✢❡❝!✐♦♥ ✭3❡❡ !❛❜❧❡ ✹✳✶✮✳ A❡❛❦3 ❝♦♠✐♥❣ ❢+♦♠ !❤❡ 3❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐+♦♥♠❡♥! ❛+❡
✐♥❞✐❝❛!❡❞ ❛♥ ❛3!❡+✐3❦ ✭✯✮✳ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ❜♦+♦♥ ♥✐!+✐❞❡ ♣❡❛❦3 ❝♦♠✐♥❣ ❢+♦♠ !❤❡ ❝❡❧❧ ❛+❡ ✐♥❞✐❝❛!❡❞
❛3 ❤❇◆ ✭✵✵✷✮ ❛♥❞ ❤❇◆ ✭✶✵✵✮✳ ●+❛♣❤✐!❡ ♣❡❛❦3 ❝♦♠✐♥❣ ❢+♦♠ !❤❡ ❢✉+♥❛❝❡ ❛+❡ ✐♥❞✐❝❛!❡❞ ❛3
❣✭✵✵✷✮✳
✶✷✺
✹✳✶ ✶❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
✷θ
❡①♣✳
❞✲'♣❛❝✐♥❣✭➴✮
❡①♣❡0✐♠❡♥2❛❧
❞✲'♣❛❝✐♥❣✭➴✮
❝❛❧❝✉❧❛2❡❞
∆❞✲❡00♦0✭➴✮ ❛''✐❣♥❡❞
❧❛❜❡❧
❛''✐❣♥❡❞
0❡✢❡❝2✐♦♥ ✇✐2❤
■♠♠♠ '②♠♠❡20②
✹✱✺✽✺✵ ✼✱✼✹✽✺ ✼✱✼✹✽✹ ✶✱✵✵❊✲✵✹ ❛ ✵✶✶
✺✱✹✼✻✾ ✻✱✹✽✼✹ ✻✱✹✼✸✾ ✶✱✸✺❊✲✵✷ ❜ ✶✶✵
✼✱✹✶✽✷ ✹✱✼✾✶✷ ✹✱✽✶✷✼ ✷✱✶✺❊✲✵✷ ❝ ✶✶✷
✼✱✺✸✽✵ ✹✱✼✶✺✷ ✲ ❞ ✲
✼✱✼✾✼✾ ✹✱✺✺✽✷ ✹✱✺✺✽✷ ✾✱✸✺❊✲✶✵ ❡ ✷✵✵
✽✱✸✼✸✽ ✹✱✷✹✺✷ ✹✱✷✹✺✶ ✺✱✽✻❊✲✵✺ ❢ ✶✵✸
✾✱✵✷✹✵ ✸✱✾✸✾✾ ✸✱✾✹✼✻ ✼✱✻✼❊✲✵✸ ❤ ✶✷✶
✶✶✱✹✼✸ ✸✱✶✵✵✾ ✸✱✶✶✽✾ ✶✱✽✵❊✲✵✷ ❥ ✶✷✸
✶✷✱✵✹✽✼ ✷✱✾✺✸✷ ✲ ✲ ❧ ✲
✶✷✱✸✶✵✹ ✷✱✽✾✵✼ ✲ ✲ ♠ ✲
❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿  ♦"✐$✐♦♥" ♦❢ $❤❡ ♠❛✐♥ +❡✢❡❝$✐♦♥" ❖α ❛$ ✶✳✺ ● ❛ ❛♥❞ ✼✸✵❑ ✉"✐♥❣
λ = 0.6199A˚✳ ❚❤❡ #❡✢❡❝&✐♦♥* ✐♥ &❤✐* &❛❜❧❡ ✇❡#❡ ❛**✐❣♥❛&❡❞ ✉*✐♥❣ &❤❡ ■♠♠♠ *②♠♠❡&#② ✭*♣❛❝❡
❣#♦✉♣ ♥♦✳✼✶✮✳ ❚❤❡ ❡##♦# ♠✐♥✐♠✐③❛&✐♦♥ ②✐❡❧❞ ❛ ❝✉♠♠✉❧❛&✐✈❡ ❡##♦# ♦❢ ✵✳✵✻✵✳
❚❤❡ ♣♦7✐9✐♦♥7 ♦❢ 9❤❡ ❣=♦✉♣ ♦❢ =❡✢❡❝9✐♦♥7 ❖α❛♥❞ ❖β ♦❜7❡=✈❡❞ ✐♥ "✐#✉ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞
❜② ❛77✐❣♥✐♥❣ ❛♥ ❛❞❞✐9✐♦♥❛❧ ❞✐79♦=9✐♦♥ 9♦ 9❤❡ ♦=9❤♦=❤♦♠❜✐❝ 7♣❛❝❡ ❣=♦✉♣ ■♠♠♠ ✇✐9❤ ❧❛99✐❝❡
♣❛=❛♠❡9❡=7 ❛❂✾✳✶✶✻✹➴✱ ❜❂ ✾✳✶✾✺✵➴✱ ❝❂ ✶✹✳✸✾✵✾➴ ❢♦= ♣❡❛❦7 ❖α✳ ❚❤✐7 ❛77✐❣♥❛9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡
=❡✢❡❝9✐♦♥7 ❢♦= ❖α ❞♦❡7 ♥♦9 9❛❦❡ ✐♥9♦ ❛❝❝♦✉♥9 9❤❡ ♣❡❛❦7 ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❖β✳ ■♥9❡=♣=❡9❛9✐♦♥ ♦❢ ❖β
=❡✢❡❝9✐♦♥7 ✐7 ❛ ✈❡=② ❝♦♠♣❧❡① ❡①❡=❝✐7❡ ❞✉❡ 9♦ 9❤❡ ✈❡=② ❜=♦❛❞ ♣❡❛❦7 9❤❛9 ❛=❡ ♦✈❡=❧❛♣♣✐♥❣
❛♥❞ 9❤❡ 7♠❛❧❧ ♥✉♠❜❡= ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥9 =❡✢❡❝9✐♦♥7 9❤❛9 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜7❡=✈❡❞✳
❲✐9❤ 9❤❡ ❛✐♠ ♦❢ ❞✐7❝=✐♠✐♥❛9✐♥❣ 9❤❡ ❝♦♥9=✐❜✉9✐♦♥ ♦❢ 9❤❡ ❞✐✛❡=❡♥9 =❡✢❡❝9✐♦♥7 ❖α❛♥❞ ❖β✱
✇❡ ❤❛✈❡ ♣❡=❢♦=♠❡❞ ❛♥ ✐♥ "✐#✉ ①✲=❛② ❞✐✛=❛❝9✐♦♥✴7❝❛99❡=✐♥❣ ❝♦♠♣✉9❡❞ 9♦♠♦❣=❛♣❤② ✭❉❙❈❚✮
✉7✐♥❣ 9❤❡ ♥❡✇ ❘♦9❛9✐♥❣ ❚♦♠♦❣=❛♣❤② U❛=✐7✲❊❞✐♥❜✉=❣❤ ❈❡❧❧ ✭❘♦❚♦U❊❈✮✳ ❋♦= ❞❡9❛✐❧7 ♦♥ 9❤❡
♠❡9❤♦❞ 9❤❡ =❡❛❞❡= ❝❛♥ =❡❢❡= 9♦ ❈❤❛♣9❡= ✷✱ ✇❤❡=❡❛7 ❞❡9❛✐❧7 ♦♥ 9❤❡ ♥❡✇ ❡W✉✐♣♠❡♥9 ❛♥❞
♠✐❝=♦9♦♠♦❣=❛♣❤② ❡①♣❡=✐♠❡♥9❛❧ 7❡9✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❈❤❛♣9❡= ✸✳
❆ ❙✐✲✶✶✶ ❞♦✉❜❧❡ ❝=②79❛❧ ♠♦♥♦❝❤=♦♠❛9♦= ✇❛7 ✉7❡❞ 9♦ 7❡❧❡❝9 9❤❡ ❜❡❛♠ ❡♥❡=❣② ✭ ❊❂✸✸
❑❡❱✱ λ ❂ ✵✳✸✼✸✽ ➴ ✮✳ ❑✐=❦✲U❛9=✐❝❦ ❇❛❡③ ♠✐==♦=7 ✇❡=❡ ✉7❡❞ 9♦ ❢♦❝✉7 ❞♦✇♥ 9♦ ❛ ❋❲❍▼ ♦❢
✷✳✹ × ✷✳✹ µ♠✷✳ ❆♥ ✐♦♥✐③❛9✐♦♥ ❝❤❛♠❜❡= ✭✸✺♠♠✱ ❖❤②♦ ❑♦❦❡♥ ❑♦❣②♦✮ ✇❛7 ✜❧❧❡❞ ✇✐9❤ ✶❜❛=
♦❢ ❛=❣♦♥ ❛♥❞ ✉7❡❞ 9♦ ♠♦♥✐9♦= 9❤❡ ✐♥❝♦♠✐♥❣ ✢✉① ✭■
♦
✮ ❞✉=✐♥❣ 9❤❡ ❡①♣❡=✐♠❡♥9✳ ❍✐❣❤ ♣✉=✐9②
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♣♦✇❞❡= ✭❙✐❣♠❛✲❆❧❞=✐❝❤✱ ✾✾✳✾✪✮ ✇❛7 ✜❧❧❡❞ ✐♥9♦ ❛ ✶✳✵ ♠♠ ❤❡①❛❣♦♥❛❧ ❜♦=♦♥ ♥✐9=✐❞❡
✶✷✻
✹✳✶ ✶❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
✭❤❇◆✮ ❝❛♣(✉❧❡✱ ♣❧❛❝❡❞ ✐♥(✐❞❡ ❛ ✸✳✺ ♠♠ ❝②❧✐♥❞5✐❝❛❧ ❣5❛♣❤✐7❡ ❢✉5♥❛❝❡ ❛♥❞ ❡♥❝❛♣(✉❧❛7❡❞
✇✐7❤✐♥ ❛ ✶✵ ♠♠ ❜♦5♦♥✲❡♣♦①② ❣❛(❦❡7✳ ❆❞❞✐7✐♦♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①7❡5♥❛❧ ♣♦❧②❡7❤❡5✲❡7❤❡5✲❦❡7♦♥❡
✭B❊❊❑✮ 5✐♥❣ ✇❛( ✉(❡❞ 7♦ ❝♦♥7❛✐♥ 7❤❡ ❡①75✉(✐♦♥ ♦❢ 7❤❡ (❛♠♣❧❡✳ ❚♦ ✐♠❛❣❡ ✐♥ "✐#✉ 7❤❡
♣❤❛(❡ 75❛♥(❢♦5♠❛7✐♦♥( 7❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❛7 ✶✳✺ ●B❛ 7♦♠♦❣5❛♣❤✐❝ ❞❛7❛ (❧✐❝❡( ✇❡5❡ ❛❝G✉✐5❡❞ ✐♥
"✐#✉ ❛❝5♦(( ✶✳✵ ♠♠ ♦♥ 7❤❡ (❛♠❡ (❛♠♣❧❡ ❛7 ✼✵✵❑✳ ❋♦5 7❤✐( ❞❛7❛ (❡7 ✷✶✾✻ ♣❛77❡5♥( ✭✻✶
5♦7❛7✐♦♥ (7❡♣( ✭✸➦✮ × ✸✻ 75❛♥(❧❛7✐♦♥ (7❡♣( ✭✷✽ µ♠✮ × ✶ (❧✐❝❡✮ ✇❡5❡ ❝♦❧❧❡❝7❡❞✳ ❚❤❡ ✉(❡
♦❢ ♦(❝✐❧❧❛7✐♥❣ ❙♦❧❧❡5✬( (❧✐7( 7♦ 5❡❞✉❝❡ 7❤❡ ❜❛❝❦❣5♦✉♥❞ ❢5♦♠ 7❤❡ (❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐5♦♥♠❡♥7 ❤❛(
❧✐♠✐7❡❞ 7❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡①♣♦(✉5❡ 7✐♠❡ 7♦ ✶✵( ✭7✐♠❡ 5❡G✉✐5❡❞ ❢♦5 ❝♦♠♣❧❡7❡ ♦(❝✐❧❧❛7✐♦♥ ♦❢ ✵✳✶✻ ➦✮
❬✶✹✸✱ ✶✹✹❪✳ ❍♦✇❡✈❡5✱ 7❤❡ 7♦7❛❧ ❝♦❧❧❡❝7✐♦♥ 7✐♠❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 5❡❛❞♦✉7 7✐♠❡✱ ❞❛7❛ 75❛♥(❢❡5 ❛♥❞
❛♥✈✐❧( 5♦7❛7✐♦♥ ✇❛( ✶✺(❡❝♦♥❞( ♣❡5 ✷❉ ❞✐✛5❛❝7✐♦♥ ✐♠❛❣❡✳
❋✐❣✉5❡ ✹✳✸✿ ❈♦♠♣❛*✐"♦♥ ♦❢ #❤❡ ✶❉✲✐♥#❡❣*❛#❡❞ "❝❛##❡*✐♥❣ "✐♥❣❛❧ ♦❜#❛✐♥❡❞ ✇✐#❤ ♠✐❝*♦#♦♠♦❣✲
*❛♣❤② ✭❉❙❈❚ ✇✐#❤ ✼✵✵❑✱ ✶✳✺ ●B❛✱ ✷✳✹ × ✷✳✹ µ♠✷❜❡❛♠✱ λ❂✵✳✸✼✸✽➴✮ ❛♥❞ ❝❧❛""✐❝❛❧ ❳✲*❛②
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✺ #❡❝+✐♦♥ ✺✳✶✳✶✳✸✮✳ ◆❡✈❡'+❤❡❧❡##✱ +❤❡ ❞✐#+'✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡♥#✐+② #❡❡♠# +♦ ✜❧❧ ❛❧❧ +❤❡ ❣❛#❦❡+✱
❛# ✐❢ +❤❡#❡ '❡✢❡❝+✐♦♥# ❜❡❧♦♥❣ ❛❧❧ +♦ +❤❡ #❛♠❡ ♣❤❛#❡ ❛♥❞ ❛'❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉#❧② ❞✐#+'✐❜✉+❡❞✳ ❚❤❡
❞✐✛❡'❡♥❝❡ ✐♥ #♣❛+✐❛❧ ❞✐#+'✐❜✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✐♥+❡♥#✐+②✱ #❡❡♠# +♦ ❜❡ ♠❛✐♥❧② '❡❧❛+❡❞ +♦ +❤❡ ❣'❛✐♥
♣'❡❢❡'❡♥+✐❛❧ ♦'✐❡♥+❛+✐♦♥ '❛+❤❡' +❤❛♥ ❛ ❞✐✛❡'❡♥+ ♣❤❛#❡ ❞✐#+'✐❜✉+✐♦♥✳ ❚❤❡ ❛♣♣❡❛'❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦+❤
❖α ❛♥❞ ❖β ♣❡❛❦# +♦❣❡+❤❡'✱ #❡❡♠# +♦ ❜❡ '❡❧❛+❡❞ +♦ ❛ #✉♣❡'#+'✉❝+✉'❡ ♦❢ +❤❡ ■♠♠♠ ♣❤❛#❡✳
❚❤✐# ❛##✉♠♣+✐♦♥ #+✐❧❧ ♥❡❡❞ ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥+# +♦ ❜❡ ❝♦♥✜'♠❡❞ ✳ ❚❤❡ ♥
✶
❛♥❞ ♥
✷
#♣❧✐++✐♥❣
#❡❡♠# +♦ ❜❡ ❛##♦❝✐❛+❡❞ +♦ ❛ ❧❛'❣❡' ❞❡✈✐❛+♦'✐❝ #+'❡## ✐♥ +❤❡ ❉❙❈❚ ❡①♣❡'✐♠❡♥+✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛#
❜❡❡♥ ♣❡'❢♦'♠❡❞ ❛❢+❡' ❛ ❧♦♥❣❡' +✐♠❡ ❛❢+❡' +❤❡ ❍A✲❍❚ ❝♦♥❞✐+✐♦♥# ✇❡'❡ '❡❛❝❤❡❞ ✭❡✳❣✳ ✶ ❤♦✉'
❢♦' +❤❡ ✜'#+ ❉❙❈❚ ♣❛++❡'♥# +❛❦❡♥ ❛+ ✵➦ ✈# ✺ ♠✐♥ ❢♦' +❤❡ ❳❘❉ ♣❛++❡'♥✮✱ ❜✉+ ❛❧#♦ ✐♥ ❛
❞✐✛❡'❡♥+ ❤✐❣❤✲♣'❡##✉'❡ ❞❡✈✐❝❡✳ ❚❤✐# '❡8✉✐❡'❡# ❛❞❞✐+✐♦♥❛❧ ❡①♣❡'✐♠❡♥+# +♦ #+✉❞② +❤❡ ❡✛❡❝+#
♦❢ +✐♠❡ ✐♥ +❤❡ ❡✈♦❧✉+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❞❡✈✐❛+♦'✐❝ #+'❡##✳
✹✳✷ ✷❉ ♣♦❧②♠❡*+
■♥ +❤❡ ♣'❡##✉'❡ '❛♥❣❡ ∼✷✲✽ ●A❛ ❛♥❞ ✐♥ +❤❡ +❡♠♣❡'❛+✉'❡ '❛♥❣❡ ❜❡+✇❡❡♥ ✺✵✵✲✾✵✵ ❑✱ ✐+
❤❛# ❜❡❡♥ '❡♣♦'+❡❞ ✷❉✲♣♦❧②♠❡'# ❢♦'♠❡❞ ❜② +❡+'❛❣♦♥❛❧ ✭❚ ✮ ♦' '❤♦♠❜♦❤❡❞'❛❧ ✭❘✮ ❧❛②❡'# ♦❢
♣♦❧②♠❡'✐③❡❞ ❈
✻✵
♠♦❧❡❝✉❧❡# ❬✹✸❪✳ ❆ '❡✈✐❡✇ ♦❢ +❤❡ ❧✐+❡'❛+✉'❡ ❢♦' ✷❉ ♣♦❧②♠❡'# ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❈❤❛♣+❡' ✶ #❡❝+✐♦♥ ✶✳✺✳ ❋'♦♠ +❤❡ ❧✐+❡'❛+✉'❡✱ +❤❡  ✲❚ ♣❛%❤ ✐# ❦♥♦✇♥ +♦ ♣'♦❞✉❝❡ ❛
♠✐①+✉'❡ ♦❢ ❘✰❚ ♣❤❛#❡# ✇✐+❤ ✈❛'✐❛❜❧❡ '❛+✐♦# ❚ ✿❘✳ ❚❤✐# +'❛♥#❢♦'♠❛+✐♦♥ ✐# ❛##♦❝✐❛+❡❞ ✇✐+❤
❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
→ ❞✐♠❡'✐③❡❞ ❈
✻✵
→ ❘✰❚ ♣♦❧②♠❡'✐③❡❞ ❈
✻✵
#❡8✉❡♥❝❡✳ ■♥ ❝♦♥+'❛#+✱ +❤❡ ❚✲ ♣❛%❤
✐# ❦♥♦✇♥ +♦ ♣'♦❞✉❝❡ ❛ ♠✐①+✉'❡ ♦❢ ❘✰❚ ♣❤❛#❡# ❜✉+ ✇✐+❤ ❛ ❤✐❣❤❡' ❝♦♥+❡♥+ ♦❢ ❚ ✭✾✵✪✮
❛♥❞ ✐+ ✐# ❛##♦❝✐❛+❡❞ +♦ ❛ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
→ ❚ ♣♦❧②♠❡'✐③❡❞ ❈
✻✵
+'❛♥#✐+✐♦♥✳ ❇❡+✇❡❡♥ ✷✲✸ ●A❛
❛♥❞ ✼✵✵✲✾✵✵ ❑ ♠✐①+✉'❡# ♦❢ ❘ ❛♥❞ ❚ ♣❤❛#❡#✱ ♦❜+❛✐♥❡❞ ♦♥ 8✉❡♥❝❤❡❞ #❛♠♣❧❡# ✭♣♦✇❞❡' ❛♥❞
#✐♥❣❧❡ ❝'②#+❛❧#✮ ❛'❡ '❡♣♦'+❡❞ ❬✹✸✱ ✺✺✱ ✺✻✱ ✻✸✱ ✽✺✱ ✺✼✱ ✶✺✱ ✺✽❪ ✭❋✐❣✉'❡ ✹✳✻✮✱ ✇❤❡'❡❛# ❛+ ❤✐❣❤❡'
♣'❡##✉'❡# ✹✲✽ ●A❛✱ ♣✉+❡ ❘ ♣❤❛#❡# ❛'❡ ♦❜#❡'✈❡❞✳ ❆❧❧ +❤❡#❡ ♣'❡✈✐♦✉# '❡♣♦'+# ✇❡'❡ ❞♦♥❡ ♦♥
,✉❡♥❝❤❡❞ #❛♠♣❧❡#✱ ♦♥❧② +❤❡ ❡①♣❡'✐♠❡♥+ ❢'♦♠ ❇❡♥♥✐♥❣+♦♥ ❡1 ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✺✽❪ ❛♥❞ ♦✉' ✇♦'❦ ❛'❡
♣❡'❢♦'♠❡❞ ✐♥ 4✐1✉✳
✶✸✵
✹✳✷ ✷❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
❋✐❣✉$❡ ✹✳✻✿ ❊①♣❡$✐♠❡♥(❛❧ ✇♦$❦. ❢$♦♠ (❤❡ ❧✐(❡$❛(✉$❡ ❜❡(✇❡❡♥ ✷ ❛♥❞ ✸ ●7❛ ✳
✭✶✮ ◆✉&❡③✲❘❡❣✉❡✐-♦ ❡/ ❛❧✳ 2❘▲✱ ✼✹✱ ✶✾✾✺✱ ✭✷✮ ❉❛✈②❞♦✈ ❡/ ❛❧✳ ✱ 2❘❇✱ ✺✽✱ ✷✵✵✵✱ ✭✸✮
❉❛✈②❞♦✈ ❡/ ❛❧✳✱ 2❘❇✱ ✻✶✱ ✷✵✵✵✱ ✭✹✮ ▼♦-❡/ ❡/ ❛❧✳ ❊✉-✳ 2❤②F✳ ❏✳✱ ❇✶✺✱ ✷✵✵✵✱ ✭✺✮ ❈❤❡♥ ❛♥❞
❨❛♠❛♥❛❦❛✱ ❈❤❡♠✳ 2❤②F✳ ▲❡//✳✱ ✸✻✵✱ ✷✵✵✷✱ ✭✻✮ ❚❛❧②③✐♥ ❛♥❞ ❉✉❜-♦✈✐♥F❦②✱ 2❘❇✱ ✻✽✱ ✷✵✵✸✱
✭✼✮ ◆❛-②♠❜❡/♦✈ ❡/ ❛❧✳✱ ❈❤❡♠✳ 2❤②F✳ ▲❡//✳✱ ✸✻✼✱ ✷✵✵✸ ✭✽✮ ▼♦-❡/ ❡/ ❛❧✳ ❈❛-❜♦♥✱ ✹✸✱ ✷✵✵✺
✭✾✮ ❇❡♥♥✐♥❣/♦♥ ❡/ ❛❧✳✱ ❏✳2❤②F✳❈♦♥❞❡♥F✳▼❛//✳✱ ✶✷✱ ✷✵✵✵✳
✹✳✷✳✶ ✷❉ ❚❡'(❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡(1
❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ +❤♦✇+ /❤❡ ✐♥ F✐/✉ ❳❘❉ ♣❛//❡$♥+ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛/ ✷✳✻●:❛ ❛♥❞ /❡♠♣❡$❛/✉$❡+ ❜❡✲
/✇❡❡♥ ✸✵✵ ❛♥❞ ✶✷✵✵ ❑✳ ❚❤❡ +❡B✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛+❡ /$❛♥+❢♦$♠❛/✐♦♥+ ✐+✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵
❑✮→ ❞✐♠❡$✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲✼✷✵ ❑✮→ ❝♦❡①✐+/❡♥❝❡ ♦❢ ❘ ❛♥❞ ❚ ♣♦❧②♠❡$ ♣❤❛+❡+ ✭✼✷✵✲✶✶✺✵
❑✮→ ❞✐+♦$❞❡$❡❞ ❣$❛♣❤✐/❡✲❧✐❦❡ ❝❛$❜♦♥ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮✳ ❆ +✐♠✐❧❛$ +❡B✉❡♥❝❡ ✐+ ♦❜+❡$✈❡❞ ❢♦$ /❤❡
❳❘❉ ♣❛//❡$♥+ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❛/ ✸✳✻●:❛ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✽✮✳ ❇♦/❤ $❡+✉❧/+ ❛$❡ ✐♥ ❣♦♦❞ ❛❣$❡❡♠❡♥/ ✇✐/❤
/❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥/❛❧ ❞❛/❛ ♦❜/❛✐♥❡❞ ❢$♦♠ B✉❡♥❝❤❡❞ +❛♠♣❧❡+ ❜✉/ ♠✐+♠❛/❝❤ ✇✐/❤ ❇❡♥♥✐♥❣/♦♥
❡/ ❛❧✳ ✷✵✵✵ ❬✺✽❪ ✇❤♦ $❡♣♦$/+ /♦ ♦❜+❡$✈❡ ❛ ♣✉$❡ /❡/$❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛+❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛$❛❝/✐♦♥ ♣❛/✲
/❡$♥+ ❛/ ✷✳✻ ●:❛ ❛♥❞ ✼✷✵✲✶✶✺✵ ❑ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡①❡❞ ❛+ ❛ ♠✐①/✉$❡ ♦❢ $❤♦♠❜♦❤❡❞$❛❧ ✭❘✲
✸♠✱ ❛
❘
❂✾✳✶✹✽✭✶✮➴✱ ❝
❘
❂✷✸✳✺✸✽✭✼✮➴✮ ❛♥❞ /❡/$❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡$+ ✭■♠♠♠✱ ❛
❚
❂✾✳✶✼✼✭✷✮➴✱ ❜
❚
❂
✾✳✵✶✹✸✭✷✮➴✱ ❝
❚
❂✶✹✳✸✺✸✭✷✮➴✮ ✳ ❚❤❡ ❞✐✛$❛❝/✐♦♥ ♣❛//❡$♥+ ❛/ ✷✳✻●:❛ ❛♥❞ ✶✷✵✵ ❑ +❤♦✇ ❛ +✐♥✲
❣❧❡ ❜$♦❛❞ $❡✢❡❝/✐♦♥ ❧♦❝❛/❡❞ ❛/ ❞
✵✵❧
∼✸✳✸✷✽ ➴✳ ❚❤✐+ B✉❡♥❝❤❡❞ ❞✐+♦$❞❡$❡❞ +❛♠♣❧❡ ❤❛+ ❜❡❡♥
✐♥✈❡+/✐❣❛/❡❞ ❢✉$/❤❡$✱ ❛❢/❡$ B✉❡♥❝❤✱ /❤❡ ❝♦$$❡+♣♦♥❞✐♥❣ +✐♥❣❧❡ ❜$♦❛❞ ♣❡❛❦ ❣✐✈❡ $✐+❡ /♦ ❛ ❞✐+✲
/❛♥❝❡ $❡❧❛①❡❞ /♦ ❞
✵✵❧
∼✸✳✼✽ ➴ ❛♥❞ ✐/ ✐+ ❛++♦❝✐❛/❡❞ ✇✐/❤ ❛ ✐♥/❡$✲❧❛②❡$ ❞✲+♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ❞✐+♦$❞❡$❡❞
❛♥❞ /❡①/✉$❡❞ ❣$❛♣❤✐/❡✲❧✐❦❡ ♣❤❛+❡ ✭❉●▲❈✮ ✭+❡❡ +❡❝/✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✳
✶✸✶
✹✳✷ ✷❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
❋✐❣✉$❡ ✹✳✼✿ ❙❡"✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥ )✐*✉ ❳❘❉ ♣❛**❡0♥) ❛* 1❂✷✳✻●1❛ ❛♥❞ *❡♠♣❡0❛*✉0❡)
❜❡*✇❡❡♥ ✸✵✵✲✶✷✵✵ ❑ ✳ ❇♦##♦♠✿ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❈
✻✵
❛# ❛♠❜✐❡♥# #❡♠♣❡&❛#✉&❡✳ ❚♦♣✿ ❞✐3♦&❞❡&❡❞
❣&❛♣❤✐#❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ❢♦&♠❡❞ ❛❜♦✈❡ ∼✶✶✺✵❑✳ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ❜♦&♦♥ ♥✐#&✐❞❡ ♣❡❛❦3 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ #❤❡
3❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥# ❛&❡ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❛3 ❤❇◆ ✭✵✵✷✮ ❛♥❞ ❤❇◆ ✭✶✵✵✮✳ D❡❛❦3 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ #❤❡
3❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥# ❛&❡ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❛♥ ❛3#❡&✐3❦ ✭✯✮✳ λ❂✵✳✻✶✾✾➴✳
❋♦$ +❤❡ ✸✳✻ ●0❛ 2❛♠♣❧❡✱ +❤❡ 2❡7✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛2❡ +$❛♥2❢♦$♠❛+✐♦♥2 ✐2✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵
❑✮→ ❞✐♠❡$✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲✻✻✵ ❑✮→ ❝♦❡①✐2+❡♥❝❡ ♦❢ ❘ ❛♥❞ ❚ ♣♦❧②♠❡$ ♣❤❛2❡2 ✭✻✻✵✲✶✶✺✵ ❑✮→
❞✐2♦$❞❡$❡❞ ❣$❛♣❤✐+❡✲❧✐❦❡ ❝❛$❜♦♥ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮✳ ❚❤❡ ❘✴❚ ♠✐①+✉$❡ ✐2 ✐♥❞❡①❡❞ ❛2 ✭❘✲✸♠✱ ❛
❘
❂
✾✳✶✶✾✭✶✮➴✱❝
❘
❂✷✸✳✹✹✸✭✽✮ ➴✮ ❛♥❞ ✭■♠♠♠✱ ❛
❚
❂ ✾✳✶✺✷✭✸✮➴✱ ❜
❚
❂ ✾✳✵✶✸✭✻✮➴✱ ❝
❚
❂✶✹✳✶✷✸✭✶✺✮
➴✮✳ ❚❤❡ ♦♣+✐♠✐③❡❞ ❝❡♥+❡$✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ❙♦❧❧❡$✬2 2❧✐+2 ✇✐+❤ $❡2♣❡❝+ +♦ +❤❡ 2❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ②✐❡❧❞2 ❛♥
✐♠♣$♦✈❡❞ 2✐❣♥❛❧ ✐♥ +❤✐2 $✉♥✳ ❚❤❡ 2✐♥❣❧❡ ❜$♦❛❞ $❡✢❡❝+✐♦♥ ❧♦❝❛+❡❞ ❛+ ❞
✵✵❧
∼✸✳✷✼✾ ➴ ❛♥❞ ❛22♦✲
❝✐❛+❡❞ +♦ ❛ ❞✐2♦$❞❡$❡❞ +❡①+✉$❡❞ ❣$❛♣❤✐+❡✲❧✐❦❡ ♣❤❛2❡ ✐2 ❝❧❡❛$❧② ✈✐2✐❜❧❡ ❛+ ✸✳✻●0❛ ❛♥❞ ✶✷✵✵❑✱
❛ 2❡❝♦♥❞ ✇❡❛❦ ❜✉♠♣ ❧♦❝❛+❡❞ ❛+ ❞
✵✶✵
∼✷✳✵✹✼ ➴ ✐2 ❛❧2♦ ✈✐2✐❜❧❡ ❛+ ❧❛$❣❡ ❛♥❣❧❡ ✭✷θ ∼✶✼✳✹✮ ❛♥❞
❝❛♥ ❜❡ ❛22♦❝✐❛+❡❞ +♦ +❤❡ ✭✵✶✵✮
❉●▲❈
$❡✢❡❝+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ❜❛2❛❧✲♣❧❛♥❡2 ♦❢ ❉●▲❈✳
✶✸✷
✹✳✷ ✷❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
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✹✳✷✳✷ ✷❉ ❘❤♦♠❜♦❤❡❞+❛❧ ♣♦❧②♠❡+0
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✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵❑✮→
❞✐♠❡$✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲✼✽✵ ❑✮→ ❘ ♣♦❧②♠❡$ ♣❤❛+❡ ✭✼✽✵✲✶✶✵✵ ❑✮→ ❝♦❡①✐+/❡♥❝❡ ♦❢ ❘ ♣♦❧②♠❡$
♣❤❛+❡ ❛♥❞ ❞✐+♦$❞❡$❡❞ ❣$❛♣❤✐/❡✲❧✐❦❡ ❝❛$❜♦♥ ✭✶✶✵✵✲✶✷✵✵ ❑✮→ ❞✐+♦$❞❡$❡❞ ❣$❛♣❤✐/❡✲❧✐❦❡ ❝❛$✲
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❘
❂✾✳✶✻✺✭✸✮➴✱
❝
❘
❂✷✸✳✸✷✵✭✺✮➴✮✳ ❚❤❡ ❞✐✛$❛❝/✐♦♥ ♣❛//❡$♥+ ❛/ ✹✳✹●;❛ ❛♥❞ ✶✷✷✵❑ +❤♦✇ ❛ ❉●▲❈ ♣❤❛+❡ ✇✐/❤
❞
✵✵❧
∼ ✸✳✷✷✼ ➴ ❛♥❞ ❞
✵✶✵
∼✷✳✵✺✷ ➴ ✭✜❣✉$❡ ✹✳✶✼✮✳
✶✸✸
✹✳✷ ✷❉ ♣♦❧②♠❡*+ ❚❤❡ ✐♥ +✐0✉ ❍3✲❍❚ *❡❛❝0✐♦♥ ❞✐❛❣*❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
❋✐❣✉$❡ ✹✳✾✿ ❙❡"✉❡♥❝❡ ♦❢ ✭❛✮ ✷❉ ❛♥❞ ✭❜✮ ✶❉ ✐♥ 1✐2✉ ❳❘❉ ♣❛22❡6♥1 ❛2 7❂✹✳✹●7❛
❛♥❞ 2❡♠♣❡6❛2✉6❡1 ❜❡2✇❡❡♥ ✸✵✵✲✶✷✷✵ ❑ ✳ ❇♦##♦♠✿ &❡❢❡&❡♥❝❡ ❈
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❛# ❛♠❜✐❡♥# #❡♠♣❡&❛✲
#✉&❡✳ ❚♦♣✿ ❞✐4♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐#❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ❢♦&♠❡❞ ❛❜♦✈❡ ∼✶✷✵✵❑✳ ❍❡①❛❣♦♥❛❧ ❜♦&♦♥ ♥✐#&✐❞❡
♣❡❛❦4 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ #❤❡ 4❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥# ❛&❡ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❛4 ❤❇◆ ✭✵✵✷✮ ❛♥❞ ❤❇◆ ✭✶✵✵✮✳
C❡❛❦4 ❝♦♠✐♥❣ ❢&♦♠ #❤❡ 4❛♠♣❧❡ ❡♥✈✐&♦♥♠❡♥# ❛&❡ ✐♥❞✐❝❛#❡❞ ❛♥ ❛4#❡&✐4❦ ✭✯✮✳ λ❂✵✳✻✶✾✾➴✳
❚❤❡ ✐♥ 4✐#✉ ❳❘❉ /❡0✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛/❡ 7$❛♥/❢♦$♠❛7✐♦♥ ❛7 ✺✳✵ ●<❛ ✐/ ♣$❡/❡♥7❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉$❡
✹✳✶✵✳ ❚❤❡ /7$✉❝7✉$❛❧ ❡✈♦❧✉7✐♦♥ ✐/ ❛/ ❢♦❧❧♦✇/✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❞✐♠❡$✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲
✽✹✺ ❑✮→ ❘ ♣♦❧②♠❡$ ♣❤❛/❡ ✭✽✹✺✲✶✷✵✵ ❑✮→ ❞✐/♦$❞❡$❡❞ ❣$❛♣❤✐7❡✲❧✐❦❡ ❝❛$❜♦♥ ✭≥✶✷✵✵❑✮✳ ❚❤❡
♣❡❛❦/ ❜$♦❛❞❡♥ ✇✐7❤ 7❡♠♣❡$❛7✉$❡✱ ❛♥❞ 7❤❡ ✶✶✶✱ ✷✷✵ ❛♥❞ ✸✶✶ ❝✉❜✐❝ $❡✢❡❝7✐♦♥/ /7❛$7 /♣❧✐77✐♥❣
❛7 7❤❡ ♦♥/❡7 ♦❢ 7❤❡ ♣❤❛/❡ 7$❛♥/❢♦$♠❛7✐♦♥ ✭❚ ∼ ✽✹✺ ❑±✺✵❑✮✳ ■♥ 7❤✐/ $✉♥ 7❤❡ /❛♠♣❧❡ ✇❛/
❤❡❛7❡❞ ❛7 ✶✶✵✵❑ ❞✉$✐♥❣ ✺✵ ♠✐♥ ❛♥❞ 7❤❡♥ 0✉❡♥❝❤❡❞✳ ❚❤❡ 0✉❡♥❝❤❡❞ $❤♦♠❜♦❤❡❞$❛❧ ♣♦❧②♠❡$
♣❤❛/❡ ✐/ ✐♥❞❡①❡❞ ❛/ ✭❘✲✸♠✱ ❛
❘
❂✾✳✶✽✾✭✹✮➴✱❝
❘
❂✷✹✳✷✻✷✭✻✮➴✮✳ ❚❤❡ 0✉❡♥❝❤❡❞ ❉●▲❈ ♣❤❛/❡
♣$❡/❡♥7/ ❜$♦❛❞ ♣❡❛❦/ ❛7 ❞
✵✵❧
∼✸✳✺✾ ➴✱ ❞
✵✶✵
∼✷✳✶✹ ➴ ❛♥❞ ❞
✶✶✵
∼✶✳✷✶ ➴✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
❢✉$7❤❡$ ✐♥✈❡/7✐❣❛7❡❞ ✭/❡❡ /❡❝7✐♦♥ ✺✳✶✳✷✮✳ ❚❤❡ ❡①♣❡$✐♠❡♥7❛❧ $✉♥/ ❛7 ✻✳✵●<❛ ❛♥❞ ✼✳✵●<❛ ❛$❡
♥♦7 /❤♦✇♥ ❤❡$❡✱ ❛/ 7❤❡② ♣$❡/❡♥7 7❤❡ /❛♠❡ /❡0✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛/❡ 7$❛♥/❢♦$♠❛7✐♦♥/ 7❤❛7 7❤♦/❡
/❤♦✇♥ ❢♦$ 7❤❡ ✺✳✵ ●<❛ /❛♠♣❧❡✳
✶✸✹
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❛# ❛♠❜✐❡♥# ♣&❡00✉&❡ ❛♥❞ #❡♠♣❡&❛#✉&❡✳
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♣♦❧②♠❡&
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❈❤❛♣$❡& ✹ ❞❡)❝&✐❜❡) $❤❡ ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ♦❜)❡&✈❛$✐♦♥) ♦❜$❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ $❤❡ ✐♥ "✐#✉ )❝❛♥ ♦❢ $❤❡
❤✐❣❤✲♣&❡))✉&❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤✲$❡♠♣❡&❛$✉&❡ &❡❛❝$✐♦♥ ❞✐❛❣&❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
✳ ■♥ 9✲❚ &❡❣✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✶❉
♣♦❧②♠❡&) $❤❡ )❡>✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛)❡ $&❛♥)❢♦&♠❛$✐♦♥) ❛$ ✶✳✺●9❛ ✐) ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→
❞✐♠❡&✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲✺✵✵ ❑✮→ ❝♦❡①✐)$❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐♠❡&✐③❡❞ ❈
✻✵
❛♥❞ ❛ ❞✐)$♦&$✐♦♥ ❖α ✭✺✵✵✲✼✵✵
❑✮→ ❞✐)$♦&$✐♦♥ ❖α ✭✼✵✵✲✾✺✵ ❑✮→ ❖α ❛♥❞ ❖β ❞✐)$♦&$✐♦♥) ✭✾✺✵✲✶✶✺✵ ❑✮→❛♠♦&♣❤✐③❛$✐♦♥
✭≥✶✶✺✵ ❑✮✳ ❲❡ ❞♦ ♥♦$ ♦❜)❡&✈❡ $❤❡ $❡$&❛❣♦♥❛❧ ♣❤❛)❡ ✉♥❞❡& $❤✐) ❡①♣❡&✐♠❡♥$❛❧ ❝♦♥❞✐$✐♦♥)✱
✐♥)$❡❛❞ ✇❡ )❤♦✇ $❤❡ ❛♣♣❡❛&❛♥❝❡ ♦❢ ❢❡✇ ♥❡✇ &❡✢❡❝$✐♦♥) ❜❡$✇❡❡♥ ✾✺✵✲✶✶✵✵❑✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦& $❤❡
♠♦♠❡♥$ ❝❛♥♥♦$ ❜❡ ❛))✐❣♥❡❞ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉)❧② $♦ ❛ ❞✐✛❡&❡♥$ ❞✐)$♦&$✐♦♥ ✭❖β✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✶✮✳
■♥ $❤❡ 9✲❚ &❡❣✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✷❉✲$❡$&❛❣♦♥❛❧ ♣♦❧②♠❡&) $❤❡ )❡>✉❡♥❝❡ ♦❢ ♣❤❛)❡ $&❛♥)❢♦&♠❛$✐♦♥) ❛$
✷✳✻✲✹✳✹ ●9❛ ✐)✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❞✐♠❡&✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲❳ ❑✮→ ❝♦❡①✐)$❡♥❝❡ ♦❢ ❘ ❛♥❞ ❚
♣♦❧②♠❡& ♣❤❛)❡) ✭❳✲✶✶✺✵ ❑✮→ ❞✐)♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐$❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳
❋♦& $❤❡ ✷❉✲&❤♦♠❜♦❤❡❞&❛❧ ♣♦❧②♠❡&) ✐♥ $❤❡ ✺✳✵✲✼✳✺ ●9❛ &❛♥❣❡ $❤❡ )$&✉❝$✉&❛❧ ❡✈♦❧✉$✐♦♥) ✐)
❛) ❢♦❧❧♦✇)✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❞✐♠❡&✐③❡❞ ❈
✻✵
✭✹✵✵✲✾✷✵ ❑✮→ ❘ ♣♦❧②♠❡& ♣❤❛)❡ ✭✾✷✵✲
✶✶✵✵ ❑✮→ ❞✐)♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐$❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ✭≥✶✶✵✵❑✮✳ ❆❞❞✐$✐♦♥❛❧❧② $❤❡ ❝❤❛&❛❝$❡&✐)$✐❝) ♦❢
$❤❡ &❤♦♠❜♦❤❡❞&❛❧ ♣❤❛)❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ )$✉❞✐❡❞ ❢♦& ❞✐✛❡&❡♥$ )❛♠♣❧❡ ♦&✐❡♥$❛$✐♦♥)✱ ❛♥❞ ❛) ❛
❢✉♥❝$✐♦♥ ♦❢ $✐♠❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✷✳✷✮✳ ❋♦& $❤❡ 9✲❚ &❡❣✐♦♥ ❝♦♥❝❡&♥✐♥❣ $❤❡ ✸❉ ♣♦❧②♠❡&) $❤❡
❡✈♦❧✉$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ )❛♠♣❧❡ ♣&❡♣❛&❡❞ ❛$ ✽✳✹●9❛ ✐) ❢✳❝✳❝✳ ✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❞✐)$♦&$❡❞ ❢✳❝✳❝✱ ✇✐$❤
❞❡✈✐❛$♦&✐❝ )$&❡)) ✭✹✵✵✲✶✶✾✵ ❑✮→ ❞✐)♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐$❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ✭≥✶✷✵✵❑✮✳ ❚❤❡ )❛♠♣❧❡
♣&❡♣❛&❡❞ ❛$ ✶✸✳✵●9❛✱ )❤♦✇ $❤❡ ❝♦❡①✐)$❡♥❝❡ ♦❢ $✇♦ ♣❤❛)❡)✱ ♦♥❡ ✐) ❛♠♦&♣❤♦✉) ✇✐$❤ ❜&♦❛❞ ❛♥❞
❞✐✛✉)❡ ✐)♦$&♦♣✐❝ ❜✉♠♣) ✭♠❛①✐♠❛ ❧♦❝❛$❡❞ ❛$ ✷✳✶✽➴✮ ✇❤❡&❡❛) $❤❡ ♦$❤❡& ✐) ❤✐❣❤❧② ❝&②)$❛❧❧✐③❡❞✱
)❤♦✇✐♥❣ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ &❡✢❡❝$✐♦♥) ✇✐$❤ ❞❡✈✐❛$♦&✐❝ )$&❡)) ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✸✮✳ ❆$ $❡♠♣❡&❛$✉&❡) ❛❜♦✈❡
∼✶✶✵✵❑✱ $❤❡ ❘✲❚ ♣♦❧②♠❡& ♠✐①$✉&❡✱ $❤❡ )✐♥❣❧❡ ❘ ♣♦❧②♠❡& ♦& $❤❡ ❞✐)$♦&$❡❞ ❢✳❝✳❝ ♣♦❧②♠❡&
$&❛♥)❢♦&♠ ✐♥$♦ ❛ ❣&❛♣❤✐$❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❤❛)❡ )❤♦✇✐♥❣ ✈❡&② ❜&♦❛❞ &❡✢❡❝$✐♦♥) ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
❛))♦❝✐❛$❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ❞✲)♣❛❝✐♥❣ ♦❢ ❛ ❞✐)♦&❞❡&❡❞ ❧❛②❡&❡❞ )$&✉❝$✉&❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✹✮✳ ❚❤❡ &❡)✉❧$)
♦❜$❛✐♥❡❞ ❢&♦♠ $❤❡ ✐♥ "✐#✉ ❳✲&❛② ❞✐✛&❛❝$✐♦♥ ❞❛$❛ ❝❛♥ ❜❡ )✉♠♠❛&✐③❡❞ ✐♥ ❛ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② ✐♥ "✐#✉
&❡❛❝$✐♦♥ ❞✐❛❣&❛♠ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛&❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♦♥❡ ♣&♦♣♦)❡❞ ❜② ❙✉♥>✈✐)$ ❡# ❛❧✳ ✶✾✾✾ ❬✶✸❪ ❛♥❞
✇❤✐❝❤ ❤❛) ❜❡❡♥ ❝♦♥)$&✉❝$❡❞ ✉)✐♥❣ ❞❛$❛ ❢&♦♠ >✉❡♥❝❤❡❞ )❛♠♣❧❡)✳ 9❡&)♣❡❝$✐✈❡) ❢♦& ❢✉$✉&❡
✇♦&❦ ❛&❡ ❛❧)♦ ♣&❡)❡♥$❡❞ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✺✮✳ ❯❧$✐♠❛$❡❧②✱ $❤❡ &❡)✉❧$) ♦❢ ♣&❡❧✐♠✐♥❛&② )$✉❞✐❡) ✐♥
$❤✐) ❝❤❛♣$❡& ❤❛✈❡ ❛❧❧♦✇❡❞ ✉) $♦ ❢♦❝✉) ♦♥ ♠♦&❡ ❞❡$❛✐❧❡❞ )$&✉❝$✉&❛❧ ❛♥❛❧②)✐) ♦❢ )♦♠❡ ♣♦✐♥$)
♦❢ ✐♥$❡&❡)$ ✐♥ $❤❡ 9✲❚ ❞✐❛❣&❛♠ ✇❤✐❝❤ ❛&❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣$❡& ✺✳
✶✹✽
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❚❤❡ ✐♥ )✐.✉ ❍0✲❍❚ 2❡❛❝.✐♦♥ ❞✐❛❣2❛♠ ♦❢ ❈
✻✵
❘!"✉♠! ❞✉ ❝❤❛♣✐+,❡ ✹
▲❡ ❝❤❛♣✐'(❡ ✹ ❞+❝(✐' ❧❡- ♦❜-❡(✈❛'✐♦♥- ❡①♣+(✐♠❡♥'❛❧❡- ♦❜'❡♥✉❡- ✐♥ -✐'✉ ♣♦✉( ❧❡ -❝❤+♠❛ ❞❡ (+❛❝✲
'✐♦♥ ❞❡ ❈
✻✵
7 ❤❛✉'❡ ♣(❡--✐♦♥ ❡' ❤❛✉'❡ '❡♠♣+(❛'✉(❡✳ ❉❛♥- ❧❛ (+❣✐♦♥ ;✲❚ ❞❡- ♣♦❧②♠>(❡- ✶❉ ❧❛
-+@✉❡♥❝❡ ❞❡- '(❛♥-❢♦(♠❛'✐♦♥- ❞❡ ♣❤❛-❡ 7 ✶✳✺●;❛ ❡-' ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→❈
✻✵
❞✐♠+(✐-+
✭✹✵✵✲✺✵✵ ❑✮→ ❝♦❡①✐-'❡♥❝❡ ❞✉ ❈
✻✵
❞✐♠+(✐-+ ❡' ❞❡ ❧❛ ❞✐-'♦(-✐♦♥ ❖α ✭✺✵✵✲✼✵✵ ❑✮→ ❖α ✭✼✵✵✲
✾✺✵ ❑✮→ ❖α ❡' ❖β ✭✾✺✵✲✶✶✺✵ ❑✮→❛♠♦(♣❤✐-❛'✐♦♥ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮✳ ◆♦✉- ♥✬❛✈♦♥- ♣❛- ♦❜-❡(✈+❡
❧❛ ♣❤❛-❡ '+'(❛❣♦♥❛❧❡ ❞❛♥- ❝❡- ❝♦♥❞✐'✐♦♥- ❡①♣+(✐♠❡♥'❛❧❡-✳ ❆✉ ❝♦♥'(❛✐(❡✱ ♥♦✉- ♠❡''♦♥- ❡♥
+✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♣♣❛(✐'✐♦♥ ❞❡ @✉❡❧@✉❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡- (❛✐❡- ❢❛✐❜❧❡- ❡♥'(❡ ✾✺✵✲✶✶✵✵❑✱ @✉✐ ♣♦✉( ❧✬✐♥-'❛♥'
♥❡ ♣❡✉✈❡♥' ♣❛- P'(❡ ❛''(✐❜✉+❡- -❛♥- ❛♠❜✐❣✉Q'+ 7 ✉♥❡ ❞✐-'♦(-✐♦♥ ❞✐✛+(❡♥'❡ ✭✐❝✐ ♥♦♠♠+❡
❖β✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✶✮✳ ❉❛♥- ❧❛ (+❣✐♦♥ ;✲❚ ❞❡- ♣♦❧②♠>(❡- ✷❉✲@✉❛❞(❛'✐@✉❡- ❧❛ -+@✉❡♥❝❡ ❞❡
'(❛♥-❢♦(♠❛'✐♦♥- ❞❡ ♣❤❛-❡ ❡♥'(❡ ✷✳✻ ❡' ✹✳✹ ●;❛ ❡-'✿ ❢✳❝✳❝✳ ❈
✻✵
✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❈
✻✵
❞✐♠+(✐-+
✭✹✵✵✲❳ ❑✮→ ❝♦❡①✐-'❡♥❝❡ ❞❡- ♣❤❛-❡- ♣♦❧②♠>(❡- ❘ ❡' ❚ ✭❳✲✶✶✺✵ ❑✮→ ❝❛(❜♦♥❡ ❞+-♦(❞♦♥♥+
❞❡ '②♣❡ ❣(❛♣❤✐'❡ ✭≥✶✶✺✵ ❑✮ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✹✳✷✳✶✮✳ ;♦✉( ❧❡- ♣♦❧②♠>(❡- ✷❉✲(❤♦♠❜♦+❞(✐@✉❡- ❞❛♥-
❧❛ ♣❧❛❣❡ ❞❡ ✺✱✵ 7 ✼✱✺ ●;❛ ❧✬+✈♦❧✉'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -'(✉❝'✉(❡ ❡-' ❧❛ -✉✐✈❛♥'❡✿ ❈
✻✵
❝✉❜✐@✉❡ 7 ❢❛❝❡-
❝❡♥'(+❡- ✭✸✵✵✲✹✵✵ ❑✮→ ❈
✻✵
❞✐♠+(✐-+ ✭✹✵✵✲✾✷✵ ❑✮→ ♣❤❛-❡ ♣♦❧②♠>(❡ (❤♦♠❜♦+❞(✐@✉❡ ♣✉(❡
✭✾✷✵✲✶✶✵✵ ❑✮→ ❝❛(❜♦♥❡ ❞+-♦(❞♦♥♥+❡ ❞❡ '②♣❡ ❣(❛♣❤✐'❡ ✭≥✶✶✵✵❑✮✳ ▲❡- ❝❛(❛❝'+(✐-'✐@✉❡- ❞❡ ❧❛
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'✉❝❤ ❛' .❤❡ ❡①✐'.❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❍$✲❍❚ ✜♥❣❡%♣%✐♥. ♦❢ .❤❡ ❛♥✐'♦.%♦♣✐❝ ❝♦♠♣%❡''✐♦♥ ❬✼✽✱ ✶✹❪✳ ■♥
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♣❤❛%❡ ❛♥❞ ❉● ♣*♦❞✉❝- ❞✐*❡❝-❧② ❢*♦♠ -❤❡ *❡❝♦♥%-*✉❝-❡❞ ✐♠❛❣❡%✳ ❉● ❡❧♦♥❣❛-❡❞ ❞♦♠❛✐♥%
❤❛✈❡ ❛ ✜❜❡* -❡①-✉*❡ ✇❤❡*❡ ♥❡%-❡❞ ✭✵✵✷✮❉● ♣❧❛♥❡% ♣*❡%❡♥- ♠❛✐♥❧② ❛♥ ♦*✐❡♥-❛-✐♦♥ ❛-∼
±✼✵➦ ❢*♦♠ -❤❡ ❧♦❛❞✐♥❣ ❛①✐%✳ ■♥ ❝♦♥-*❛%-✱ ❈✻✵❘ ❞♦♠❛✐♥% ❛*❡ %♣♦--②✱ %♠❛❧❧❡* ❛♥❞ ♠♦*❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉%❧② ❞✐%-*✐❜✉-❡❞ ✐♥ -❤❡ %❛♠♣❧❡ ❛*❡❛✱ ♣*❡❢❡*❡♥-✐❛❧❧② ✐♥ -❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♦❢ -❤❡ %❛♠♣❧❡
❛♥❞ ❢✉*-❤❡* ❢*♦♠ ❢✉*♥❛❝❡ ✇❛❧❧%✳ ❚❤❡ ♥❛-✉*❡ ♦❢ -❤❡%❡ ❞♦♠❛✐♥% ❛♥❞ -❤❡✐* ❞✐%-*✐❜✉-✐♦♥ ✇❡*❡
❝♦♥✜*♠❡❞ ❜② ❚❊▼ ❛♥❛❧②%✐%✳ ❚❤❡ ❛♥✐%♦-*♦♣✐❝ ❝♦♠♣*❡%%✐♦♥ ❞✉*✐♥❣ -❤❡ ♠❛-❡*✐❛❧ %②♥-❤❡%✐%
✇❛% ❛ ❦❡② ♣❛*❛♠❡-❡* -♦ ❞✐%❝*✐♠✐♥❛-❡ ❛♥❞ ✉♥❞❡*%-❛♥❞ -❤✐% ♣❤❛%❡ -*❛♥%❢♦*♠❛-✐♦♥ ♣*♦❝❡%% ❛%
✇❡❧❧ ❛% -❤❡ ❝*②%-❛❧❧♦❣*❛♣❤✐❝ *❡❧❛-✐♦♥%❤✐♣% ❜❡-✇❡❡♥ -❤❡ ❞✐✛❡*❡♥- ♣♦❧②♠♦*♣❤%✳ ❈♦♥❝❡*♥✐♥❣
-❤❡ ♣❤❛%❡ -*❛♥%❢♦*♠❛-✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐%♠✱ ✇❡ ♣*♦♣♦%❡ ❛ -*❛♥%❢♦*♠❛-✐♦♥ ♣*♦❝❡%% ❈✻✵❈ → ❈✻✵❘
→ ❉● ✇❤❡*❡ ❞✐%♦*❞❡*❡❞ ❣*❛♣❤✐-❡ ❞♦♠❛✐♥% ❛*❡ ❢♦*♠❡❞ ♣❛*❛❧❧❡❧ -♦ ④✶✶✶⑥❈✻✵❈ ♣%❡✉❞♦✲
❝✉❜✐❝ ♣❧❛♥❡% ✇✐-❤ ❢♦✉* ♣♦%%✐❜❧❡ ❛❧✐❣♥♠❡♥-%✱ ❝♦**❡%♣♦♥❞✐♥❣ -♦ ❞✐✛❡*❡♥- ❬✶✶✶❪❈✻✵❈ ❞✐*❡❝-✐♦♥%✳
✶✻✵
✺✳✶ ❍✐❣❤✲(❡♠♣❡,❛(✉,❡ ❝♦♠♣,❡11✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ♣♦❧②♠❡,1 ❉✐1♦,❞❡,❡❞ ❢♦,♠1 ♦❢ ❈
✻✵
❲❤❡♥ $❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♣*❡++✉*❡ ✐+ ❛♥✐+♦$*♦♣✐❝✱ $❤❡ ❈✻✵❘ ♣♦❧②♠❡* ♣*❡+❡♥$+ ✜❜❡* $❡①$✉*❡ ✇✐$❤
♦♥❡ ✭✶✶✶✮❈✻✵❈ ♣❧❛♥❡ ♣❛*❛❧❧❡❧ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ❛①✐+ ❛♥❞✱ ❝♦♥+❡=✉❡♥$❧②✱ $❤❡ ♦*✐❡♥$❛$✐♦♥
❬✵✵✷❪❉● ♦❢ ❉● ❞✐+$♦*$❡❞ ♣❧❛♥❡+ ❡①$❡♥❞+ ♠❛✐♥❧② ❛❧♦♥❣ $❤♦+❡ ♦❢ *❡♠❛✐♥✐♥❣ ❬✲✶✶✶❪✱ ❬✶✲✶✶❪ ♦*
❬✶✶✲✶❪ ❞✐*❡❝$✐♦♥+ ✇❤♦+❡ ❛♥❣❧❡ ✐+ $❤❡ ❝❧♦+❡+$ $♦ $❤❡ ❝♦♠♣*❡++✐♦♥ ❛①✐+✳
❋*♦♠ ❛ ♠❡$❤♦❞♦❧♦❣✐❝❛❧ ♣♦✐♥$ ♦❢ ✈✐❡✇✱ ✇❡ ❤❛✈❡ +❤♦✇♥ $❤❛$✿ ✭✐✮ ❉❙❈❚ ❝❛♥ *❡+♦❧✈❡
❧♦❝❛❧ +$*✉❝$✉*❛❧ ❛♥❞ ♠✐❝*♦✲+$*✉❝$✉*❛❧ ❤❡$❡*♦❣❡♥❡✐$✐❡+ ❞♦✇♥ $♦ ❢❡✇ ♠✐❝*♦♠❡$❡*+ ♦✈❡* ❧❛*❣❡
+❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡+ ✭✉♣ $♦ ♠♠
✸
✮✱ $❤❡ +♠❛❧❧❡+$ ❧♦❝❛❧ ✈❛❧✉❡ ❜❡✐♥❣ $❤❡ ✐♥❢♦*♠❛$✐♦♥ ❝♦♥$❛✐♥❡❞
♦♥ ❛ +✐♥❣❧❡ ✈♦①❡❧ ♦❢ $❤❡ *❡❝♦♥+$*✉❝$❡❞ ✐♠❛❣❡✳ ✭✐✐✮ ❋♦* ♣❤❛+❡ $*❛♥+❢♦*♠❛$✐♦♥ ♣*♦❝❡++❡+ ❧✐❦❡
$❤❡ ❈✻✵❈→ ❈✻✵❘ → ❉● $*❛♥+❢♦*♠❛$✐♦♥✱ +❡❧❡❝$✐✈✐$② ♦❢ ❉❙❈❚ ❛❧❧♦✇+ ❝❤❛*❛❝$❡*✐③❛$✐♦♥ ♦❢
+$*✉❝$✉*❛❧ ❝♦**❡❧❛$✐♦♥ ❜❡$✇❡❡♥ ♥❛$✐✈❡ ❛♥❞ ✜♥❛❧ ♣❤❛+❡+✳ ❲❡ ❤❛✈❡ +❤♦✇♥ $❤❛$ ❉❙❈❚ ❝❛♥ ❜❡
+✉❝❝❡++❢✉❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞ $♦ ❞❡$❛✐❧❡❞ ✐♥✈❡+$✐❣❛$✐♦♥ ♦❢ ♣❤❛+❡ $*❛♥+❢♦*♠❛$✐♦♥+✱ ❡✈❡♥ ✇✐$❤ ♣❛*$✐❛❧❧②
$❡①$✉*❡❞ ♠❛$❡*✐❛❧+✳ ❚❤❡ ♠❡$❤♦❞ ♣*♦✈✐❞❡+ ♣❤❛+❡ ❛♥❞ ♠✐❝*♦+$*✉❝$✉*❛❧ ❞✐+$*✐❜✉$✐♦♥ ♠❛♣+ ❛♥❞
❛❧❧♦✇+ ❛❝❝❡++ $♦ +❡❧❡❝$✐✈❡ +❛♠♣❧❡ ✈♦❧✉♠❡+ ✭❞♦✇♥ $♦ $❤❡ ✈♦①❡❧ +✐③❡✮ ❢♦* ❢✉*$❤❡* +$*✉❝$✉*❛❧
❛♥❛❧②+✐+✳ ❚❤✐+ +$✉❞② ✇❛+ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ♦♥❧② ✐♥ ❛ +✐♥❣❧❡ ✈✐*$✉❛❧ +❧✐❝❡ ❜✉$ ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ❡①$❡♥❞❡❞
$♦ ✸❉ ✇✐$❤♦✉$ ❛♥② ♣*✐♦* ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ $❤❡ +❛♠♣❧❡ ❛♥❞ *❡♠❛✐♥+ ♥♦♥✲❞❡+$*✉❝$✐✈❡✳ ❍♦✇❡✈❡*✱
$❤❡ ❧♦♥❣ $✐♠❡ *❡=✉✐*❡❞ ❢♦* ❛ ✸❉✲❉❙❈❚ +❝❛♥ ❧✐♠✐$+ $❤❡ +✐③❡ ♦❢ $❤❡ ♠❡❛+✉*❡❞ ✈♦❧✉♠❡ $♦ ❢❡✇
✶✵
✻ µ♠✸ ♦* $♦ ❢❡✇ ✶ ♠♠✷ ✈✐*$✉❛❧ +❧✐❝❡+✳ P*❡+❡♥$❧②✱ $❤❡ $❡❝❤♥✐=✉❡ ✐+ ✈❛❧✐❞ ❢♦* ❝*②+$❛❧❧✐♥❡
❛♥❞ ❛♠♦*♣❤♦✉+ ♠❛$❡*✐❛❧+ ❛+ ❧♦♥❣ ❛+ $❤❡✐* ❝*②+$❛❧❧✐$❡+✴❞♦♠❛✐♥+ +✐③❡ *❡♠❛✐♥ ❛$ ❧❡❛+$ ♦♥❡
♦*❞❡* ♦❢ ♠❛❣♥✐$✉❞❡ +♠❛❧❧❡* $❤❛♥ $❤❡ ❜❡❛♠ +✐③❡❀ $❤✐+ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✐+ *❡=✉✐*❡❞ $♦ ❛✈♦✐❞ +✐♥❣❧❡
❝*②+$❛❧✲❧✐❦❡ ❞✐✛*❛❝$✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣❡♥❡*❛$❡+ ❛*$✐❢❛❝$+ ✐♥ $❤❡ $♦♠♦❣*❛♣❤✐❝ *❡❝♦♥+$*✉❝$✐♦♥✳ ❋♦*
+✉❝❤ ❧❛*❣❡ ❝*②+$❛❧❧✐$❡+✱ ♠❡$❤♦❞+ ❧✐❦❡ $♦♣♦✲$♦♠♦❣*❛♣② ❛♥❞ ❞✐✛*❛❝$✐♦♥✲❝♦♥$*❛+$ $♦♠♦❣*❛♣❤②
❛*❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❬✶✾✷✱ ✶✾✸❪✳ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥$❛*② +$*❛$❡❣✐❡+ ❢♦* ♠❛$❡*✐❛❧+ ❝♦♥$❛✐♥✐♥❣ ❛ ✈❡*② ✇✐❞❡
❞✐+$*✐❜✉$✐♦♥ ♦❢ ❣*❛✐♥ +✐③❡+ ❛*❡ ❢♦*❡+❡❡♥ ❬✷✵✶❪✳ ❙✐♥❝❡ ♦✉* ❝❛*❜♦♥ +❛♠♣❧❡ ✐+ ❛ ❧♦✇ ❛❜+♦*❜✐♥❣
♦♥❡✱ $❤❡ ❡①♣❡*✐♠❡♥$ ✇❛+ ❝❛**✐❡❞ ♦✉$ ❛$ ✶✽ ❑❡❱✳ ❋♦* ♠♦*❡ ❛❜+♦*❜✐♥❣ ♦①✐❞❡+ ♦* ❛❧❧♦②+ ❤✐❣❤❡*
❡♥❡*❣✐❡+ ❛*❡ ♥❡❡❞❡❞✳
▼✳ ➪❧✈❛&❡③✲▼✉&❣❛✱ -✳ ❇❧❡✉❡/✱ ▲✳ ▼❛&1✉❡2✱ ❈✳ ▲❡♣♦✐//❡✈✐♥✱ ◆✳ ❇♦✉❞❡/✱ ●✳ ●❛&❜❛&✐♥♦✱▼✳
▼❡③♦✉❛& ❛♥❞ ❏✲▲✳ ❍♦❞❡❛✉✳
❏✳❆♣♣❧✳❈&②()✳ ✹✹✱ ✶✻✸✲✶✼✶✱ ✷✵✶✶
✺✳✶✳✷ ❙%&✉❝%✉&❛❧ ❝❤❛&❛❝%❡&✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❝♦&&✉❣❛%✐♦♥ ❜❡%✇❡❡♥ ❧❛②✲
❡&7 ✐♥ ❞✐7♦&❞❡&❡❞ ❣&❛♣❤✐%❡✲❧✐❦❡ ❝❛&❜♦♥ ♣❤❛7❡7 ✭❉●▲❈✮
✺✳✶✳✷✳✶ ❇❛❝❦❣)♦✉♥❞
❆ ❜❡$$❡* ✉♥❞❡*+$❛♥❞✐♥❣ ♦❢ $❤❡ +$*✉❝$✉*❛❧ ♦*❣❛♥✐③❛$✐♦♥ ♦❢ ❉●▲❈ ✐+ ✐♠♣♦*$❛♥$ ❢♦*✿ ✭✶✮
✐♠♣*♦✈✐♥❣ $❤❡ ❝♦♠♣*❡❤❡♥+✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❈✻✵ ❛♥❞ ❈ ♣❤❛+❡ ❞✐❛❣*❛♠+✱ ✭✷✮ ❝❧❛*✐❢②✐♥❣ $❤❡ ✷❉✲
♣♦❧②♠❡*✴❉●▲❈ $*❛♥+❢♦*♠❛$✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐+♠ ❢*♦♠ ✷❉✲♣♦❧②♠❡* $♦ ❉●▲❈ ❛♥❞ ✭✸✮ ✐♥$❡*♣*❡$✲
✐♥❣ ❛♥❞ $❛✐❧♦*✐♥❣ $❤❡ ❉●▲❈ ♣❤②+✐❝❛❧ ♣*♦♣❡*$✐❡+ ✭✐✳❡✳ ❡❧❛+$✐❝✱ $*❛♥+♣♦*$ ❛♥❞ ❤❛*❞♥❡++✮✳
✶✻✶
✺✳✶ ❍✐❣❤✲(❡♠♣❡,❛(✉,❡ ❝♦♠♣,❡11✐♦♥ ♦❢ ✷❉ ♣♦❧②♠❡,1 ❉✐1♦,❞❡,❡❞ ❢♦,♠1 ♦❢ ❈
✻✵
❍❡"❡ ✇❡ ❢♦❝✉( ♦♥ ❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❊❧❡❝1"♦♥ ❉✐✛"❛❝1✐♦♥ ✭❊❉✮ ✴ ❍✐❣❤ ❘❡(♦❧✉1✐♦♥ ❚"❛♥(♠✐((✐♦♥
❊❧❡❝1"♦♥ ▼✐❝"♦(❝♦♣② ✭❍❘❚❊▼✮ (1✉❞②✱ ❝❛""✐❡❞ ♦✉1 ♦♥ (❛♠♣❧❡( (②♥1❤❡(✐③❡❞ ❛1 ✶✶✵✵❑ ✉♥❞❡"
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▲❛ ♠✐❝(♦✲'♦♠♦❣(❛♣❤✐❡ +②♥❝❤(♦'(♦♥ ✉'✐❧✐+❛♥' ❧❡ +✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✐✛(❛❝'✐♦♥✴❞✐✛✉+✐♦♥ ❞❡+ (❛②♦♥+
❳ ❛ *'* ❛♣♣❧✐@✉*❡ 5 ❧✬*'✉❞❡ +✐♠✉❧'❛♥*❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐+'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛+❡ ❡' ❞❡ ❧❛ ♠✐❝(♦+'(✉❝'✉(❡
❞❡+ ♣(♦❝*❞*+ ❤*'*(♦❣C♥❡+ ❞❡ '(❛♥+❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❈
✻✵
✳ ❈❡''❡ ❛♣♣(♦❝❤❡ ❞✬✐♠❛❣❡(✐❡
'(✐❞✐♠❡♥+✐♦♥♥❡❧❧❡ ♥♦♥ ❞❡+'(✉❝'✐✈❡ ❛ *'* ❛♣♣❧✐@✉*❡ ♣♦✉( ❝♦♠♣(❡♥❞(❡ ❧❛ '(❛♥+❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡
♣❤❛+❡ ❞✉ ♣♦❧②♠C(❡ (❤♦♠❜♦*❞(✐@✉❡ ✭❈✻✵❘✮ ❡♥ ❣(❛♣❤✐'❡ ❞*+♦(❞♦♥♥* ✭❉●✮ 5 ❤❛✉'❡ ♣(❡++✐♦♥
❡' ❤❛✉'❡ '❡♠♣*(❛'✉(❡✳ ▲✬*❝❤❛♥'✐❧❧♦♥ ❤*'*(♦❣C♥❡ ❛ *'* +②♥'❤*'✐+* ✭✺ ●J❛✱ ✶✶✵✵ ❑✮ 5 ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ J❛(✐+✲❊❞✐♠❜♦✉(❣ ❡' ❞❡+ (❡❝♦♥+'(✉❝'✐♦♥+ +*❧❡❝'✐✈❡+ ❞✬✐♠❛❣❡+ ♦♥' *'* ♦❜'❡♥✉❡+
♣♦✉( '♦✉'❡+ ❧❡+ ♣❤❛+❡+ ♣(*+❡♥'❡+ ❞❛♥+ ❝❡' *❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳ ▲❡+ (*+✉❧'❛'+ ❞✬❛♥❛❧②+❡ ❉❙❈❚ ♠♦♥✲
'(❡♥' @✉❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ❉● ♣(*+❡♥'❡ ❞❡+ ❞♦♠❛✐♥❡+ ❛❧❧♦♥❣*+ ❛✈❡❝ ✉♥❡ '❡①'✉(❡ ✜❜(❡✉+❡ ❡' ✐♠✲
❜(✐@✉*+✳ ▲❡+ ♣❧❛♥+ ✭✵✵✷✮ ❞❡ ❝❡''❡ ♣❤❛+❡ ❉● ♣(*+❡♥'❡♥' ✉♥❡ ♦(✐❡♥'❛'✐♦♥ ♣(*❢*(❡♥'✐❡❧❧❡ ❞❡
✼✵➦ ♣❛( (❛♣♣♦(' 5 ❧✬❛①❡ ❞❡ ❝♦♠♣(❡++✐♦♥✳ ❊♥ (❡✈❛♥❝❤❡ ❧❡+ ❞♦♠❛✐♥❡+ ❞✉ ♣♦❧②♠C(❡ ❈✻✵❘ +♦♥'
♣❧✉+ ♣❡'✐'+✱ ❞✐++*♠✐♥*+✱ ❡' +♦♥' ❧♦❝❛❧✐+*+ ♣(*❢*(❡♥'✐❡❧❧❡♠❡♥' ❛✉ ❝❡♥'(❡ ❞❡ ❧✬*❝❤❛♥'✐❧❧♦♥✳ ▲❛
♣❤❛+❡ ♠C(❡ ❡' +❡+ ♣(♦❞✉✐'+ +♦♥' ✐♥'✐♠❡♠❡♥' ❧✐*+ ♣(*+❡♥'❡♥' ✉♥❡ (❡❧❛'✐♦♥ ❝(✐+'❛❧❧♦❣(❛♣❤✐@✉❡
❞❛♥+ ❧❡✉( '❡①'✉(❡✳ ◆♦'(❡ *'✉❞❡ ♠❡' ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ @✉❡ ❧❛ ❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥+ ❉●✭✵✵✷✮ +❡ ♣(♦✲
❞✉✐' ♣❛(❛❧❧C❧❡♠❡♥' ❛✉① ♣❧❛♥+ ④✶✶✶⑥ ❈✻✵❈ ♣+❡✉❞♦✲❝✉❜✐@✉❡+✳ J❛(♠✐ ❧❡+ @✉❛'(❡ ❛❧✐❣♥❡♠❡♥'+
♣♦++✐❜❧❡+✱ ❧❛ ♣(❡++✐♦♥ ✉♥✐❛①✐❛❧❡ ❢❛✈♦(✐+❡ ✉♥❡ ❞✐(❡❝'✐♦♥ ❬✶✶✶❪ ❈✻✵❈✳ ▲❡+ ♦❜+❡(✈❛'✐♦♥+ ❢❛✐'❡+
♣❛( ♠✐❝(♦+❝♦♣✐❡ *❧❡❝'(♦♥✐@✉❡ 5 '(❛♥+♠✐++✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡♥' ❧❡+ (*+✉❧'❛'+ ♠✐+ ❡♥ *✈✐❞❡♥❝❡ ♣❛( ❧❛
♠*'❤♦❞❡ ♥♦♥ ❞❡+'(✉❝'✐✈❡ ❉❙❈❚ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✺✳✶✮✳
▲✬♦(❣❛♥✐+❛'✐♦♥ +'(✉❝'✉(❛❧❡ ❞❡+ ♣❧❛♥+ ❣(❛♣❤✐'✐@✉❡+ ❡' ❧❡ ♠*❝❛♥✐+♠❡ ❞❡ '(❛♥+❢♦(♠❛'✐♦♥
❞❡ ♣❤❛+❡+ ❞✉ ❝❛(❜♦♥❡ ❞❡ '②♣❡ ❣(❛♣❤✐'❡ ❞*+♦(❞♦♥♥* ❡' ♦♥❞✉❧* ✭❉●▲❈✮✱ ♣(♦❞✉✐'❡+ 5 ♣❛('✐(
❞❡+ ❢♦(♠❡+ @✉❛❞(❛'✐@✉❡ ❡' (❤♦♠❜♦*❞(✐@✉❡ ❞❡+ ♣♦❧②♠C(❡+ ✷❉ ❞❡ ❈
✻✵
✱ ♦♥' *'* *'✉❞✐*+✳ ❉❡+
*'✉❞❡+ ❞✬✐♠❛❣❡(✐❡ *❧❡❝'(♦♥✐@✉❡ ❡♥ '(❛♥+♠✐++✐♦♥ 5 ❤❛✉'❡ (*+♦❧✉'✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥*❡ 5 ❧❛ ❞✐✛(❛❝'✐♦♥
*❧❡❝'(♦♥✐@✉❡ ♦♥' *'* (*❛❧✐+*❡+ +✉( ❞❡+ *❝❤❛♥'✐❧❧♦♥+ +②♥'❤*'✐+*+ 5 ✷✱✻✱ ✺✱✵ ❡' ✽✱✺ ●J❛ ❡'
✶✶✵✵ ❑✳ ▲❛ +'(✉❝'✉(❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ❉●▲❈ ❡+' ❝♦♠♣♦+*❡ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡+ ♦♥❞✉❧*❡+ ❛②❛♥' ✉♥❡
(❡❧❛'✐♦♥ ♣+❡✉❞♦✲*♣✐'❛①✐❛❧❡ +❡❧♦♥ ❧❡+ ♣❧❛♥+ ④✶✶✶⑥
❝✉❜✐&✉❡(
❞❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ♣♦❧②♠C(❡ ♦(✐❣✐♥❡❧❧❡✳
◆♦✉+ ♣(♦♣♦+♦♥+ ✉♥ ♠*❝❤❛♥✐+♠❡ ❞❡ '(❛♥+❢♦(♠❛'✐♦♥ ✓♣+❡✉❞♦✲♠❛('❡♥+✐'✐@✉❡✔ @✉✐ ♣♦✉((❛✐'
✶✽✹
✺✳✸ ❈♦♥❝❧✉)✐♦♥ ❉✐)♦,❞❡,❡❞ ❢♦,♠) ♦❢ ❈
✻✵
 ❡ ♣#♦❞✉✐#❡  ❛♥ ❞❡ *#✉❝*✐♦♥ ❝♦♠♣❧.*❡ ❞❡ *♦✉*❡ ❧❡ ❧✐❛✐ ♦♥ ❈✲❈ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐1✉2 ♣❛# ❧❡ 
❛♥❣❧❡ ♠❡ ✉#2 ❡♥*#❡ ❧❡ #2✢❡①✐♦♥ *❡①*✉#2❡ ✭✵✵❧✮
❉●▲❈
✳ ▲❛ ❞✐ *#✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ♣❧❛♥ ❞❡♥ ❡ 
♣♦❧②♠2#✐ 2 ❞❛♥ ❧❡ ♣❤❛ ❡ 1✉❛❞#❛*✐1✉❡✱ #❤♦♠❜♦2❞#✐1✉❡ ❡* ♣ ❡✉❞♦✲❝✉❜✐1✉❡ ❛✐♥ ✐ 1✉❡ ❧❡ 
#❡❧❛*✐♦♥ ❡♥*#❡ ❧❡ ❞✐✛2#❡♥*❡ ♠✐❝#♦ *#✉❝*✉#❡ ❝#✐ *❛❧❧♦❣#❛♣❤✐1✉❡ ❞✉ ❉●▲❈ ✭✻✵ ➦ ♦✉ ✺✺
➦ ✴ ✼✵ ➦ ♦✉ ✾✵ ➦✮ ✐♥❞✐1✉❡♥* 1✉❡ ❞❡ ♣❧❛♥ ❉●▲❈  ♦♥* ❣2♥2#2 G ♣❛#*✐# ❞❡ ♣❧❛♥ ❞❡♥ ❡ 
♣♦❧②♠2#✐ 2 ❞❡ ❝❤❛1✉❡  *#✉❝*✉#❡ ✭ ❡❝#✐♦♥ ✺✳✷✮✳
▲✬❡✛♦♥❞#❡♠❡♥* ❞❡ ❝❛❣❡ ❞❡ ❈
✻✵
♣♦✉# ❢♦#♠❡# ❞✉ ❞✐❛♠❛♥* ♣♦❧②❝#✐ *❛❧❧✐♥ 1✉✐ ❡ * ♦❜*❡♥✉
 ♦✉ ❝♦♠♣#❡  ✐♦♥ ♥♦♥✲❤②❞#♦ *❛*✐1✉❡ G *❡♠♣2#❛*✉#❡ ❛♠❜✐❛♥*❡✱ ❛ 2❣❛❧❡♠❡♥* 2*2 2*✉❞✐2 ❡♥
✉*✐❧✐ ❛♥* ❧❛ ♠✐❝#♦✲*♦♠♦❣#❛♣❤✐❡  ②♥❝❤#♦*#♦♥ ✉*✐❧✐ ❛♥* ❧❡  ✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞✐✛#❛❝*✐♦♥✴❞✐✛✉ ✐♦♥ ❞❡ 
#❛②♦♥ ❳✳ ▲✬✉*✐❧✐ ❛*✐♦♥ ❞❡ ❝❡**❡  ♦♥❞❡  *#✉❝*✉#❛❧❡  2❧❡❝*✐✈❡ ♥♦✉ ❞2♠♦♥*#❡ ❧❛ ❢♦#♠❛*✐♦♥
❡* ❧❛ ❝♦❡①✐ *❡♥❝❡ ❝♦♥❝❡♥*#✐1✉❡ ❞❡ ✧❣#❛♣❤✐*❡ ❝♦♠♣#✐♠2✧ ✭❞
✵✵❧
∼✸✳✵✾✲✸✳✶✶➴✮✱ ❞✬✉♥❡ ♣❤❛ ❡
❣#❛♣❤✐*❡  ♣
✷
✲*②♣❡ ✭❞
✵✵❧
∼ ✸✳✸✺✲✸✳✹✷➴✮ ❡* ❞❡ ❝❛#❜♦♥❡ ❛♠♦#♣❤❡  ♣✸ ❡♥*♦✉#❛♥* ❧❡ ❞✐❛♠❛♥*
♣♦❧②✲❝#✐ *❛❧❧✐♥ ✭❛ ∼✸✳✺✻✲✸✳✺✾➴✮✳ ▲❛ ♣❤❛ ❡ ❛♣♣❡❧2 ✐❝✐ ✧❣#❛♣❤✐*❡ ❝♦♠♣#✐♠2✧ ♣#2 ❡♥*❡ ✉♥ ❛①❡
❝ ❝♦♠♣#✐♠2✱ ❡❧❧❡ ❡ * *❡①*✉#2❡ ❛✈❡❝ ❞❡ ❝♦✉❝❤❡ ❞2❢♦#♠2❡ ✳ ❈❡**❡ ❞❡#♥✐.#❡ ♣❤❛ ❡ ♣❡✉*  ❡
❞2❝#✐#❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❤❛ ❡ ❛②❛♥* ❞❡ ♣❧❛♥  ♣
✷
✲ ♣
✸
♦♥❞✉❧2 ✱ 1✉✐  ♦♥* ❡♠♣✐❧2 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦✉#*❡
❞✐ *❛♥❝❡ ✐♥*❡#✲♣❧❛♥❛✐#❡ ❡* ❛✈❡❝ ♣#♦❜❛❜❧❡♠❡♥* 1✉❡❧1✉❡ ❧✐❛✐ ♦♥ ❡♥*#❡ ❧❡ ♣❧❛♥ ✳ ❊♥ ♦✉*#❡✱
♥♦ ❝❛#*♦❣#❛♣❤✐❡ *#✐❞✐♠❡♥ ✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭✸❉✮ ❞❡ ❧❛ ❞✐ *#✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛ ❡ ❡* ❞❡ ❝♦♥*#❛✐♥*❡ 
#2 ✐❞✉❡❧❧❡ ❝♦♥*❡♥✉❡ ❞❛♥ ❧❛ ♣❤❛ ❡ ❞✐❛♠❛♥* ♣♦❧②❝#✐ *❛❧❧✐♥ ❝♦♥✜#♠❡♥* ❧✬✐♠♣♦#*❛♥❝❡ ❞❡ 
❝♦♥❞✐*✐♦♥ ❞❡  ②♥*❤. ❡ ❡* ❞❡  *#❡  ❞❛♥ ❧❛ ❢♦#♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❞✐❛♠❛♥* G ♣❛#*✐# ❞❡ ❈
✻✵
✭ ❡❝#✐♦♥
✺✳✸✮✳
❉❛♥ ❝❡ ❡①❡♠♣❧❡ *#. ❝✐❜❧2 ✱ ♥♦✉ ❞2♠♦♥*#♦♥ 1✉❡ ❧❡ ❝♦♥*#❛ *❡ ❞❡ ❞✐✛#❛❝*✐♦♥✴❞✐✛✉ ✐♦♥
❡ * ✉♥ 2❧2♠❡♥* ❝❧2 ❞❛♥ ❧❛ ❞✐ ❝#✐♠✐♥❛*✐♦♥ ❡♥*#❡ ♣❤❛ ❡ ❤2*2#♦❣.♥❡ ♣♦❧②❛♠♦#♣❤❡ ❡* ♣♦❧②✲
❝#✐ *❛❧❧✐♥❡ ✱ ❡♥ ♣❛#*✐❝✉❧✐❡# ❧♦# 1✉❵✐❧ ❡①✐ *❡ ❞❡  ✐♠✐❧✐*✉❞❡ ❞❛♥ ❧❡ ❞❡♥ ✐*2 ❞❡ ♣❤❛ ❡ ♦✉
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